
Ασκήσεις-Φυλλάδιο ο
7 Μαρτίου 2018
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. Έστω ότι 𝒜 = {(−∞, 𝑥] ∶ 𝑥 ∈ ℝ}. Αποδείξτε ότι η 𝜎-άλγεβρα που παράγει η 𝒜 είναι η Borel
𝜎-άλγεβρα του ℝ.

. Θέτουμε 𝒥 για την οικογένεια όλων των υποδιαστημάτων του [0, 1] και ℬ1 για την οικογένεια
όλων των πεπερασμένων και αριθμήσιμων ενώσεων στοιχείων της 𝒥. Αποδείξτε ότι η ℬ1 δεν
είναι 𝜎-άλγεβρα. (Ελέγξτε αν το σύνολο Cantor ανήκει στην ℬ1.)

. Υποθέστε ότι η απεικόνιση 𝜇 ∶ 𝒥 → [0, 1] (𝒥 όπως στην άσκηση ) ικανοποιεί την

𝜇(
𝑁
⋃
𝑛=1

𝐷𝑛) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝜇(𝐷𝑛)

όταν τα 𝐷𝑛 ∈ 𝒥 είναι ξένα. Υποθέστε ότι όταν 𝐴𝑛 ∈ 𝒥, 𝐴𝑛+1 ⊆ 𝐴𝑛 και ∩∞
𝑛=1𝐴𝑛 =  τότε

lim𝑛→∞ 𝜇(𝐴𝑛) = 0. Αποδείξτε ότι αν τα 𝐷𝑛 είναι ξένα σύνολα της 𝒥 που ικανοποιούν την
∪∞

𝑛=1𝐷𝑛 ∈ 𝒥 τότε

𝜇(
∞
⋃
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𝐷𝑛) =
∞
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𝑛=1

𝜇(𝐷𝑛).

. Έστω ότι τα ℱ1,ℱ2,… είναι υποσύνολα του δυναμοσυνόλου 𝒫(𝑋) κάποιου συνόλου 𝑋 και
ℱ𝑛 ⊆ ℱ𝑛+1.
(α) Αν κάθε ℱ𝑛 είναι άλγεβρα δείξτε ότι και η οικογένεια ∪∞

𝑛=1ℱ𝑛 είναι επίσης άλγεβρα.
(β) Αν κάθε ℱ𝑛 είναι 𝜎-άλγεβρα δείξτε ότι η οικογένεια ∪∞

𝑛=1ℱ𝑛 δεν είναι απαραίτητα 𝜎-
άλγεβρα.

. Θέτουμε 𝑋 = [0, 1] και 𝑋 ′ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 0 < 𝑥 ≤ 1, 0 < 𝑦 ≤ 1} (κάντε σχήμα). Επίσης
θέτουμε

ℱ = {{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴, 0 < 𝑦 ≤ 1} ∶ 𝐴 ∈ ℒ} ,
όπου ℒ η 𝜎-άλγεβρα των Lebesgue μετρήσιμων συνόλων στο 𝑋. Ορίζουμε 𝑃 ∶ ℱ → [0, 1] με

𝑃({(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴, 0 < 𝑦 ≤ 1}) = 𝜆(𝐴),
όπου 𝜆 το μέτρο Lebesgue στο 𝑋. Έστω ότι το 𝑃 ∗ είναι το εξωτερικό μέτρο που ορίζεται από
το 𝑃 και την ℱ στο 𝑋 ′. Θεωρήστε το σύνολο 𝑆 ⊆ 𝑋 ′ με

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 0 < 𝑥 ≤ 1, 𝑦 = 1/2}.
Ισχύει 𝑆 ∈ ℱ; Αποδείξτε ότι 𝑃 ∗(𝑆) = 1 και 𝑃 ∗(𝑆 𝑐) = 1. Αποφασίστε αν το 𝑆 είναι μετρήσιμο
σύνολο για το μέτρο που δίνει το 𝑃 ∗ μέσω του θεωρήματος Καραθεοδωρή.

. Έστω ότι το 𝜆 είναι το μέτρο Lebesgue στο [0, 1] × [0, 1] (δηλαδή ορίζουμε το μέτρο του
[𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑) να είναι ίσο με (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐), ορίζουμε με αυτό εξωτερικό μέτρο στο [0, 1] × [0, 1]
και στη συνέχεια μέτρο μέσω του θεωρήματος Καραθεοδωρή). Δείξτε ότι το σύνολο

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1] × [0, 1] ∶ 𝑦 < 𝑥}
είναι μετρήσιμο και υπολογίστε το 𝜆(𝐴).


