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Κεφάλαιο 1

Το πεδίο ορισμού ενός
μέτρου

1.1 Εισαγωγή
Πρόβλημα: ο καθορισμός/υπολογισμός του όγκου ή της επιφάνειας στον

ℝ3 ή ℝ2 χωρίων που φράσσονται από επιφάνειες ή καμπύλες οι οποίες δεν είναι
τόσο καλές ώστε να αποδίδουν οι τεχνικές του Απειροστικού Λογισμού.

Το βέλτιστο/επιθυμητό θα ήταν η ύπαρξη συνάρτησης

𝜇 ∶ 𝒫 (ℝ𝑛) → [0,∞]

ώστε οι τιμές της στα «καλά» σύνολα να συμπίπτουν με αυτές που δίνει ο Απει-
ροστικός Λογισμός.

Επιθυμητές ιδιότητες:
(i) αν 𝐸1, 𝐸2,… πεπερασμένη ή άπειρη ακολουθία ξένων συνόλων τότε

𝜇 (𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪…) = 𝜇 (𝐸1) + 𝜇 (𝐸2) + …

(ii) αν το 𝐸 είναι μεταφορά, στροφή ή ανάκλαση του 𝐹 τότε 𝜇 (𝐸) = 𝜇 (𝐹)
(iii) θέλουμε η συνάρτηση να μην είναι ταυτοτικά μηδέν. Οπότε θέτουμε κάποια

κανονικοποίηση, για παράδειγμα, 𝜇 (𝑄) = 1 όπου 𝑄 ο μοναδιαίος κύβος

𝑄 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 0 < 𝑥𝑗 < 1 για 𝑗 = 1,… , 𝑛}

Δυστυχώς κάτι τέτοιο είναι ανέφικτο ακόμα και στην περίπτωση 𝑛 = 1. Ας δούμε
γιατί:

Ορίζουμε στο σύνολο [0, 1) μια σχέση ισοδυναμίας: 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥 − 𝑦 ∈ ℚ. Από
κάθε κλάση ισοδυναμίας επιλέγουμε ένα στοιχείο και σχηματίζουμε το σύνολο 𝐸
(αυτό απαιτεί το αξίωμα της επιλογής). Για κάθε 𝑟 ∈ ℚ∩[0, 1) ορίζουμε το σύνολο

𝐸𝑟 = {𝑦 + 𝑟 ∶ 𝑦 ∈ 𝐸 ∩ [0, 1 − 𝑟)} ∪ {𝑦 + 𝑟 − 1 ∶ 𝑦 ∈ 𝐸 ∩ [1 − 𝑟, 1)}.

Θα δείξουμε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1) υπάρχει ακριβώς ένα 𝑟 ∈ ℚ ∩ [0, 1) ώστε
𝑥 ∈ 𝐸𝑟. Έστω 𝑥 ∈ [0, 1) και έστω 𝑦 ∈ [𝑥] ∩ 𝐸 (το Ε περιέχει ένα στοιχείο από
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κάθε κλάση ισοδυναμίας). Θέτω

𝑟 = {
𝑥 − 𝑦 αν 𝑥 ≥ 𝑦
𝑥 − 𝑦 + 1 αν 𝑥 < 𝑦.

Σε κάθε περίπτωση 𝑥 ∈ 𝐸𝑟. Διότι αν 𝑥 ≥ 𝑦 τότε 𝑥 = 𝑦+𝑟, 𝑦 ∈ 𝐸 και 𝑦 = 𝑥−𝑟 ≤
1 − 𝑟. Αλλιώς αν 𝑥 < 𝑦 τότε 𝑥 = 𝑦 + 𝑟 − 1, 𝑦 ∈ 𝐸, και 𝑦 = 𝑥 − 𝑟 + 1 ≥ 1 − 𝑟 και
𝑦 = 𝑥 − 𝑟 + 1 < 1 ⇔ 𝑥 < 𝑟 = 𝑥 − 𝑦 + 1 ⇔ 𝑦 < 1.

Δείξαμε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1) υπάρχει 𝑟 ∈ ℚ ∩ [0, 1) ώστε 𝑥 ∈ 𝐸𝑟. Τώρα θα
δείξουμε ότι αυτό το 𝑟 είναι μοναδικό. Αν 𝑥 ∈ 𝐸𝑟 ∩ 𝐸𝑠 και 𝑟 ≠ 𝑠 το 𝑥 − 𝑟 ή το
𝑥 − 𝑟 + 1, και το 𝑥 − 𝑠 ή το 𝑥 − 𝑠 + 1, είναι διακεκριμένα στοιχεία του 𝐸 (διότι
𝑥 − 𝑟 = 𝑥 − 𝑠 ⇔ 𝑟 = 𝑠 και 𝑥 − 𝑟 = 𝑥 − 𝑠 + 1 ⇔ 𝑟 = 𝑠 − 1 < 0, 𝑟 ∈ [0, 1)), που
όμως ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναμίας αφού έχουν ρητή διαφορά. Αυτό είναι
αδύνατο.

Έστω τώρα ότι το 𝜇 ∶ 𝒫(ℝ) → [0,∞] ικανοποιεί τα (i), (ii) και (iii). Από
το (i) και (ii), 𝜇(𝐸) = 𝜇(𝐸 ∩ [0, 1 − 𝑟)) + 𝜇(𝐸 ∩ [1 − 𝑟, 1)) = 𝜇(𝐸𝑟) για κάθε
𝑟 ∈ ℚ ∩ [0, 1). Αλλά το ℚ ∩ [0, 1) είναι αριθμήσιμο οπότε

1 (𝑖𝑖𝑖)= 𝜇([0, 1)) (𝑖)= ∑
𝑟∈ℚ∩[0,1)

𝜇(𝐸𝑟)
(𝑖𝑖)= ∑

𝑟∈ℚ∩[0,1)
𝜇(𝐸)

το οποίο είναι άτοπο, αφού ∑𝑟∈ℝ 𝜇(𝐸) < ∞ ⇒ 𝜇(Ε) = 0 αλλά τότε ∑𝜇(𝐸) =
0 ≠ 1.

Θα μπορούσαμε να χαλαρώσουμε το (i) να ισχύει μόνο σε πεπερασμένα αθροί-
σματα, αλλά ούτε αυτό είναι καλό αφού η προσθετικότητα για άπειρες ακολουθίες
είναι απαραίτητη για όλα τα αποτελέσματα συνέχειας και ορίων. Επιπλέον αν 𝑛 ≥ 3
αυτή η ασθενέστερη εκδοχή της (i) είναι ασύμβατη με τα (ii) και (iii).

Πράγματι το 1924 οι Banach και Tarski απέδειξαν το ακόλουθο καταπληκτικό
αποτέλεσμα: Αν 𝑈 και 𝑉 φραγμένα ανοιχτά υποσύνολα του ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 3. Τότε
υπάρχει 𝑘 ∈ ℕ και υποσύνολα Ε1,… , Ε𝑘, 𝐹1,… , 𝐹𝑘 ∈ ℝ𝑛 ώστε
(i) Ε𝑗 ξένα και ∪Ε𝑗 = 𝑈 .
(ii) 𝐹𝑗 ξένα και ∪𝐹𝑗 = 𝑉 .
(iii) το 𝐹𝑗 είναι μεταφορές ή/και στροφές ή/και ανακλάσεις του Ε𝑗, ∀𝑗 = 1,…

Διέξοδος: Αλλάζουμε το πεδίο ορισμού του 𝜇 από το να είναι όλο το 𝒫(ℝ𝑛)
να είναι κατάλληλες υποοικογένειες. Τα 𝜇 λέγονται μέτρα και εμφανίζονται σε
διάφορα επιστημονικά αντικείμενα όπως στη φυσική ως κατανομή μάζας ή στις
πιθανότητες ως πιθανότητα.

1.2 σ-άλγεβρες
Έστω 𝑋 ≠ ∅. Μια άλγεβρα συνόλων στο 𝑋 είναι μια μη κενή οικογένεια

συνόλων 𝒜 ⊆ 𝒫(𝑋) η οποία είναι κλειστή στις πεπερασμένες ενώσεις και στα
συμπληρώματα. Δηλαδή, αν 𝐸1, 𝐸2,… ,𝐸𝑛 ∈ 𝒜 ⇒ ∪𝑛

𝑗=1𝐸𝑗 ∈ 𝒜 και ∀𝐸 ∈ 𝒜 ⇒
𝐸𝑐 ∈ 𝒜. Αν αλλάξουμε τον ορισμό ώστε αριθμήσιμες ενώσεις να ανήκουν στην 𝒜
τότε έχουμε τον ορισμό της σ-άλγεβρας.
Παρατήρηση 1.2.1 ∩𝑗𝐸𝑗 = (∪𝑗𝐸𝑐

𝑗 )𝑐 ∈ 𝒜 άρα μια σ-άλγεβρα περιέχει και αριθ-
μήσιμες τομές των στοιχείων της. Έτσι αν 𝐸 ∈ 𝒜 (𝒜 ≠ ∅) ⇒ 𝐸𝑐 ∈ 𝒜 ⇒ ∅ =
𝐸 ∩ 𝐸𝑐 ∈ 𝒜 ⇒ ∅ ∈ 𝒜. Επίσης 𝑋 = 𝐸 ∪ 𝐸𝑐 ∈ 𝒜 ⇒ 𝑋 ∈ 𝒜.
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Παρατήρηση 1.2.2 Μια άλγεβρα 𝒜 είναι σ-άλγεβρα αν είναι κλειστή στις α-
ριθμήσιμες ενώσεις ξένων στοιχείων της: Αν (𝐸𝑗)𝑛𝑗=1 ⊆ 𝒜 θέτουμε

𝐹𝑘 = 𝐸𝑘 ∖ [
𝑘−1
⋃
1

𝐸𝑗] = 𝐸𝑘 ∩ (
𝑘−1
⋃
1

𝐸𝑗)
𝑐
∈ 𝒜

και (𝐹𝑗) ξένα και επιπλέον ∪𝐹𝑘 = ∪𝐸𝑘. Αυτό το τέχνασμα, το να μετατρέπει
κανείς μια οικογένεια συνόλων σε σύνολα ξένα μεταξύ τους με την ίδια ένωση, θα
χρησιμοποιηθεί συχνά παρακάτω.

Παράδειγμα 1: Για κάθε σύνολο𝑋, το𝒫(𝑋) και το {∅,𝑋} είναι σ-άλγεβρες.
Παράδειγμα 2: Αν 𝑋 υπεραριθμήσιμο (για παράδειγμα, 𝑋 = ℝ) η

𝒜 = {𝐸 ⊆ 𝑋 ∶ 𝐸 αριθμήσιμο ή 𝐸𝑐 αριθμήσιμο}

είναι η σ-άλγεβρα των αριθμήσιμων συνόλων ή συν-αριθμήσιμων συνόλων.
Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι η τομή σ-άλγεβρων είναι σ-άλγεβρα. Έ-

τσι αν ℰ ⊆ 𝒫(𝑋) υπάρχει μοναδική ελάχιστη σ-άλγεβρα ℳ(ℰ) που περιέχει την
οικογένεια ℰ (η τομή όλων των σ-άλγεβρων που περιέχουν την ℰ και υπάρχει του-
λάχιστον μία τέτοια, η 𝒫(𝑋)). Η ℳ(ℰ) λέγεται «η σ-άλγεβρα που παράγεται από
την ℰ».

Παρατήρηση 1.2.3 Αν ℰ ⊆ ℳ(ℱ) ⇒ ℳ(ℰ) ⊆ ℳ(ℱ).

Ορισμός 1.2.4 Αν 𝑋 μετρικός ή τοπολογικός χώρος, η σ-άλγεβρα που παρά-
γεται από τα ανοιχτά υποσύνολα του 𝑋 λέγεται Borel σ-άλγεβρα και συμβολίζεται
με ℬ𝑋. Τα στοιχεία της λέγονται σύνολα Borel. Η ℬ𝑋 περιέχει ανοιχτά, κλειστά
σύνολα, αριθμήσιμες ενώσεις κλειστών συνόλων κ.λπ.

• Αριθμήσιμη τομή ανοιχτών συνόλων ονομάζονται 𝐺𝛿 σύνολα.

• Αριθμήσιμη ένωση κλειστών συνόλων ονομάζονται 𝐹𝜎 σύνολα.

• Αριθμήσιμη ένωση 𝐺𝛿 συνόλων ονομάζονται 𝐺𝛿𝜎 σύνολα.

• Αριθμήσιμη τομή 𝐹𝜎 συνόλων ονομάζονται 𝐹𝜎𝛿 σύνολα.

(𝛿 και 𝜎 από τα γερμανικά Durchschnitt και Summe, δηλαδή τομή και ένωση).

Η Borel σ-άλγεβρα στο ℝ θα είναι σημαντική παρακάτω και γι” αυτό δίνουμε
στην επόμενη πρόταση διάφορους τρόπους με τους οποίους μπορεί να παραχθεί.

Πρόταση 1.2.5 Η ℬℝ μπορεί να παραχθεί από τις ακόλουθες οικογένειες:

• ανοιχτά διαστήματα ℰ1 = {(𝛼, 𝑏) ∶ 𝛼 < 𝑏}

• κλειστά διαστήματα ℰ2 = {[𝛼, 𝑏] ∶ 𝛼 < 𝑏}

• ημι-ανοιχτά διαστήματα ℰ3 = {(𝛼, 𝑏] ∶ 𝛼 < 𝑏} ή ℰ4 = {[𝛼, 𝑏) ∶ 𝛼 < 𝑏}

• ℰ5 = {(𝛼,∞) ∶ 𝛼 ∈ ℝ} ή ℰ6 = {(−∞,𝛼) ∶ 𝛼 ∈ ℝ}

• ℰ7 = {[𝛼,∞) ∶ 𝛼 ∈ ℝ} ή ℰ8 = {(−∞,𝛼] ∶ 𝛼 ∈ ℝ}
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Απόδειξη: Όλα τα παραπάνω είναι σύνολα Borel, άρα ℳ(ℰ𝑗) ⊆ ℬℝ. Κάθε
ανοιχτό υποσύνολο του ℝ είναι αριθμήσιμη ένωση διαστημάτων, άρα ℬℝ ⊆ ℳ(ℰ1).
Ομοίως κάθε ℳ(ℰ𝑗), 𝑗 ≥ 2, περιέχει τα ανοιχτά διαστήματα, άρα ℬℝ ⊆ ℳ(ℰ𝑗). 

Έστω (𝑋𝛼)𝛼∈𝐴 συλλογή μη κενών συνόλων και έστω 𝑋 = ∏𝛼∈𝐴 𝑋𝛼. Επίσης
𝜋𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋𝛼 η προβολή στην 𝛼-συντεταγμένη. Αν ℳ𝛼 είναι μια σ-άλγεβρα στο
𝑋𝛼 για κάθε 𝛼, η σ-άλγεβρα γινόμενο στο 𝑋 είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται
από τα

{𝜋−1
𝛼 (𝐸𝛼) ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴}.

Αυτή τη σ-άλγεβρα τη συμβολίζουμε με ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼.

Πρόταση 1.2.6 Αν 𝐴 αριθμήσιμο, τότε η ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼 είναι η σ-άλγεβρα που
παράγεται από τα {∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼}.

Απόδειξη: 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼 ⇒ 𝜋−1
𝛼 (𝐸𝛼) = ∏𝛽∈𝐴 𝐸𝛽 με 𝐸𝛽 = 𝑋𝛽 ∀𝛽 ≠ 𝛼 άρα

⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼 ⊆ ℳ{∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 ∶ 𝐸𝛼 ∈ 𝑀𝛼} (είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται από
τα {∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼}). Αντιστρόφως, ∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 = ∩𝛼∈𝐴𝜋−1

𝛼 (𝐸𝛼) το οποίο
ανήκει στο ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼, γιατί το 𝐴 είναι αριθμήσιμο. Άρα η τομή είναι αριθμήσιμη
και {∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼} ⊆ ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼. Από την Παρατήρηση 1.2.3 έπεται ότι
ℳ{∏𝛼∈𝐴 𝐸𝛼 ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℳ𝛼} ⊆ ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼. 

Πρόταση 1.2.7 Έστω ότι η ℳ𝛼 παράγεται από την οικογένεια ℰ𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴.
Τότε η ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼 παράγεται από την ℱ1 = {𝜋−1

𝛼 (𝐸𝛼) ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℰ𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴}. Αν
𝐴 αριθμήσιμο και 𝑋𝛼 ∈ ℰ𝛼, ∀𝛼, τότε η ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼 παράγεται από την ℱ2 =
{∏𝛼∈𝐴 ∶ 𝐸𝛼 ∈ ℰ𝛼}.

Απόδειξη: Φανερά ℳ(ℱ1) ⊆ ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼. Αντιστρόφως ∀𝛼, η {𝐸 ⊆ 𝑋𝛼 ∶
𝜋−1
𝛼 (𝐸) ∈ ℳ(ℱ1)} είναι σ-άλγεβρα στο 𝑋𝛼 που περιέχει την ℰ𝛼, άρα και την ℳ𝛼.

Δηλαδή 𝜋−1
𝛼 (𝐸) ∈ ℳ(ℱ1), ∀𝐸 ∈ ℳ𝛼, ∀𝛼 ∈ 𝐴 και άρα ⨂𝛼∈𝐴 ℳ𝛼 ⊆ ℳ(ℱ1). Ο

δεύτερος ισχυρισμός προκύπτει από τον πρώτο όπως στην απόδειξη της Πρότασης
1.2.6. 

Για την επόμενη πρόταση, υπενθυμίζουμε ότι αν (𝑋1, 𝜌1), (𝑋2, 𝜌2), … ,(𝑋𝑛, 𝜌𝑛)
είναι μετρικοί χώροι, η μετρική γινόμενο 𝜌 στο σύνολο 𝑋 = ∏𝑛

1 𝑋𝑗 ορίζεται ως
εξής: αν 𝑥 = (𝑥𝑗)𝑛𝑗=1, 𝑦 = (𝑦𝑗)𝑛𝑗=1 ∈ 𝑋 τότε 𝜌(𝑥, 𝑦) = max{𝜌𝑗(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) ∶ 𝑗 =
1, 2,… , 𝑛}.

Πρόταση 1.2.8 Έστω 𝑋1,…,𝑋𝑛 μετρικοί χώροι και έστω 𝑋 = ∏𝑛
1 𝑋𝑗, εφο-

διασμένο με τη μετρική γινόμενο. Τότε ⨂𝑛
𝑗=1 ℬ𝑋𝑗

⊆ ℬ𝑋. Αν οι 𝑋𝑗 είναι διαχω-
ρίσιμοι τότε ⨂𝑛

𝑗=1 ℬ𝑋𝑗
= ℬ𝑋.

Απόδειξη: Η ⨂𝑛
𝑗=1 ℬ𝑋𝑗

παράγεται (από την Πρόταση 1.2.7) από τα σύνολα
𝜋−1
𝑗 (𝑈𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 με 𝑈𝑗 ανοιχτό στον 𝑋𝑗. Αλλά αυτά τα σύνολα είναι ανοιχτά

στον 𝑋 άρα ⨂𝑛
𝑗=1 ℬ𝑋𝑗

⊆ ℬ𝑋. Έστω τώρα ότι (𝑥𝑘
𝑗 )∞𝑘=1 πυκνό στον 𝑋𝑗 και ℰ𝑗 η

συλλογή των ανοιχτών μπαλών με κέντρα τα 𝑥𝑘
𝑗 , 𝑘 = 1, 2,… και ρητή ακτίνα. Έτσι

κάθε ανοιχτό σύνολο του𝑋𝑗 είναι ένωση στοιχείων της ℰ𝑗, και μάλιστα αριθμήσιμη
ένωση αφού, η ℰ𝑗 είναι αριθμήσιμη. Τα στοιχεία του 𝑋 με συντεταγμένες από τα
𝑥𝑘
𝑗 είναι αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολό του. Οι μπάλες του 𝑋, με κέντρα αυτά τα

στοιχεία και ακτίνα ρητό 𝑟, είναι γινόμενα μπαλών ακτίνας 𝑟 στα 𝑋𝑗, με κέντρο
από τα 𝑥𝑘

𝑗 , 𝑘 = 1, 2,… Έτσι η ℬ𝑋𝑗
παράγεται από την ℰ𝑗 και η ℬ𝑋 από τα
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{𝐸1×𝐸2×…×𝐸𝑛 ∶ 𝐸𝑗 ∈ ℰ𝑗}. Από την Πρόταση 1.2.7 έπεται ότι ℬ𝑋 = ⨂𝑛
𝑗=1 ℬ𝑋𝑗

.

Πόρισμα 1.2.9 ℬℝ𝑛 = ⨂𝑛

𝑗=1 ℬℝ

Ορισμός 1.2.10 Μια οικογένεια ℰ, αποτελούμενη από υποσύνολα του 𝑋, λέγεται
στοιχειώδης όταν
(i) ∅ ∈ ℰ
(ii) 𝐸,𝐹 ∈ ℰ ⇒ 𝐸 ∩ 𝐹 ∈ ℰ
(iii) 𝐸 ∈ ℰ ⇒ το 𝐸𝑐 είναι πεπερασμένη ένωση στοιχείων της ℰ.

Πρόταση 1.2.11 Αν ℰ είναι στοιχειώδης οικογένεια, η συλλογή 𝒜 των πεπε-
ρασμένων ξένων ενώσεων στοιχείων της ℰ είναι άλγεβρα.

Απόδειξη: Θα δείξουμε ότι η
𝒜 = {∪𝑁

𝑗=1𝐸𝑗 ∶ 𝐸𝑗 ∈ Ε, ξένα , Ν ∈ Ν}
είναι άλγεβρα.

𝒜 ≠ ∅ διότι αν θέσουμε 𝑁 = 1, 𝐸1 = ∅ έπεται από τον ορισμό της 𝒜 ότι
∅ ∈ 𝒜.

Για να είναι η 𝒜 κλειστή στης πεπερασμένες ενώσεις, επειδή η πεπερασμένη
ένωση στοιχείων της 𝒜 είναι πεπερασμένη ένωση στοιχείων της ℰ, αρκεί να δεί-
ξουμε ότι αν 𝐸1, 𝐸2,… , 𝐸𝑁 ∈ ℰ όχι απαραίτητα ξένα, τότε ∪Ν

𝑗=1𝐸𝑗 ∈ 𝒜. Θα το
δείξουμε με επαγωγή στο 𝑁 . Αν 𝑁 = 1 είναι προφανές. Αν 𝑁 = 2 τότε αν 𝐸1,
𝐸2 ∈ ℰ όχι απαραίτητα ξένα, τότε από την ιδιότητα (iii) της ℰ (ορισμός 1.2.10)
υπάρχουν 𝑍1(𝐸2) και 𝑍2(𝐸2) ∈ ℰ ξένα ώστε 𝐸𝑐

2 = 𝑍1(𝐸2) ∪ 𝑍2(𝐸2). Οπότε
𝐸1 ∪ 𝐸2 = (𝐸1 ∩ 𝐸𝑐

2) ∪ 𝐸2 = (𝐸1 ∩ 𝑍1(𝐸2)) ∪ (𝐸1 ∩ 𝑍2(𝐸2)) ∪ 𝐸2

και τα τρια τελευταία σύνολα είναι φανερά ξένα, και λόγω της ιδιότητας (ii) της ℰ
(ορισμός 1.2.10) είναι στοιχεία της ℰ.

Έστω τώρα ότι οποιαδήποτε 𝑁 − 1 στοιχεία της ℰ έχουν ένωση ∪𝑁−1
𝑗=1 𝐸𝑗 που

γράφεται ως ξένη πεπερασμένη ένωση στοιχείων της ℰ. Θεωρούμε 𝑁 σύνολα 𝐸1,
𝐸2,… , 𝐸𝑁 ∈ ℰ. Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει φυσικός αριθμός 𝑚 και
ξένα σύνολα 𝑊𝑘 ∈ ℰ ώστε ∪𝑁−1

𝑗=1 𝐸𝑗 = ∪𝑚
𝑘=1𝑊𝑘. Επιπλέον υπάρχουν ξένα σύνολα

𝑍1(𝐸𝑁), 𝑍2(𝐸𝑁) της ℰ ώστε 𝐸𝑐
𝑁 = 𝑍1(𝐸𝑁) ∪ 𝑍2(𝐸𝑁). Έτσι,

∪𝑁
𝑗=1𝐸𝑗 = (

𝑚
⋃
𝑘=1

𝑊𝑘)∪𝐸𝑁

= (
𝑚
⋃
𝑘=1

(𝑊𝑘 ∩ 𝑍1(𝐸𝑁))) ∪(
𝑚
⋃
𝑘=1

(𝑊𝑘 ∩ 𝑍2(𝐸𝑁))) ∪ 𝐸𝑁 .

Η ένωση αυτή είναι πεπερασμένη ξένη ένωση στοιχείων της ℰ ολοκληρώνοντας το
επαγωγικό βήμα.

Για τα συμπληρώματα τώρα, έστω ότι ∪𝑁
𝑗=1 ∈ 𝒜 με τα 𝐸𝑗 ξένα στοιχεία της ℰ.

Πρέπει να δείξουμε ότι (∪𝑁
𝑗=1𝐸𝑗)

𝑐 ∈ 𝒜. Όμως,

(
𝑁
⋃
𝑗=1

𝐸𝑗)
𝑐

=
𝑁
⋂
𝑗=1

(𝑍1(𝐸𝑗) ∪ 𝑍2(𝐸𝑗))

= ⋃{𝑍𝑘1
(𝐸1) ∩ … ∩ 𝑍𝑘𝑁

(𝐸𝑁) ∶ 𝑘1, 𝑘2,… , 𝑘𝑁 ∈ {1, 2}},



6 ⋅ Το πεδίο ορισμού ενός μέτρου

που είναι πεπερασμένη ένωση ξένων στοιχείων της ℰ. 

1.3 Ασκήσεις
(i) Αποδείξτε ότι μια άλγεβρα Α που είναι κλειστή στις αριθμήσιμες αύξουσες

ενώσεις (δηλαδή, αν Ε𝑗 ∈ 𝒜 με 𝐸1 ⊆ Ε2 ⊆ …, τότε ∪∞
𝑗=1𝐸𝑗 ∈ 𝒜) είναι

απαραίτητα και 𝜎-άλγεβρα.
(ii) Έστω ότι η ℳ είναι μια 𝜎-άλγεβρα με άπειρο πλήθος στοιχείων. Δείξτε ότι

(αʹ) η ℳ περιέχει μια άπειρη ακολουθία μη κενών ξένων συνόλων, ακολου-
θώντας τα εξής βήματα, και εφαρμόζοντάς τα εναλλάξ:
Βήμα 1 Δείξτε πρώτα ότι αν 𝐵 ∈ 𝒜 τότε η οικογένεια

𝒜𝐵 = {𝐴 ∩ 𝐵 ∶ 𝐴 ∈ 𝒜}

είναι 𝜎-άλγεβρα στο σύνολο 𝐵.
Βήμα 2 Δείξτε (με απαγωγή στο άτοπο) ότι υπάρχει μη κενό 𝐴 ∈ 𝒜

ώστε η 𝒜 έχει άπειρο πλήθος στοιχείων που είναι υποσύνολα του
𝑋 ∖ 𝐴.

(βʹ) η ℳ είναι υπεραριθμήσιμο σύνολο (card(ℳ) ≥ 𝔠 ∶= card(ℝ)). (Υπό-
δειξη: Αναπαραστήστε το διάστημα (0, 1) στο δυαδικό σύστημα αρίθ-
μησης και βρείτε μια ένα προς ένα απεικόνιση από το (0, 1) στην 𝒜
χρησιμοποιώντας το (α).)



Κεφάλαιο 2

Μέτρα

Ορισμός 2.0.1 Έστω ότι το σύνολο 𝑋 είναι εφοδιασμένο με μια 𝜎-άλγεβρα ℳ.
Ένα μέτρο στον χώρο (𝑋,ℳ) είναι μια συνάρτηση 𝜇 ∶ ℳ → [0,∞] ώστε

(i) 𝜇(∅) = 0,
(ii) αν (𝐸𝑗)∞𝑗=1 ακολουθία ξένων συνόλων στην ℳ τότε 𝜇(∪∞

1 𝐸𝑗) = ∑∞
1 𝜇(𝐸𝑗).

Η (ii) λέγεται ((αριθμήσιμη προσθετικότητα)) και συνεπάγεται την πεπερασμένη
προσθετικότητα βάζοντας 𝐸𝑗 = ∅ από κάποιο δείκτη και μετά. Το (𝑋,ℳ) λέγεται
μετρήσιμος χώρος και η τριάδα (𝑋,ℳ,𝜇) χώρος μέτρου.

Αν 𝜇(𝑋) < ∞ το μέτρο λέγεται πεπερασμένο. Αν 𝑋 = ∪∞
1 𝐸𝑗, 𝐸𝑗 ∈ ℳ,

𝜇(𝐸𝑗) < ∞ ∀𝑗, το 𝜇 λέγεται 𝜎-πεπερασμένο. Αν 𝐸 = ∪∞
1 𝐸𝑗, 𝐸𝑗 ∈ ℳ, 𝜇(𝐸𝑗) <

∞ ∀𝑗, το 𝐸 λέγεται 𝜎-πεπερασμένο για το μέτρο 𝜇. Τέλος, αν ∀𝐸 ∈ ℳ με
𝜇(𝐸) = ∞, τότε υπάρχει 𝐹 ∈ ℳ με 𝐹 ⊆ 𝐸 ώστε 0 < 𝜇(𝐹) < ∞ το 𝜇 λέγεται
ημιπεπερασμένο (semifinite). Κάθε 𝜎-πεπερασμένο είναι ημιπεπερασμένο, αλλά δεν
ισχύει το αντίστροφο. Συνήθως τα μέτρα είναι 𝜎-πεπερασμένα. Όσα δεν είναι,
έχουν συχνά παθολογική συμπεριφορά.

Παραδείγματα: (i) Έστω 𝑋 ≠ ∅, ℳ = 𝒫(𝑋) και 𝑓 ∶ 𝑋 → [0,∞] μια
συνάρτηση. Η 𝑓 ορίζει ένα μέτρο πάνω στην ℳ ως εξής: 𝜇(𝐸) = ∑𝑥∈𝐸 𝑓(𝑥).
Το 𝜇 είναι ημιπεπερασμένο αν και μόνο αν 𝑓(𝑥) < ∞ ∀𝑥 ∈ 𝑋. Το 𝜇 είναι 𝜎-
πεπερασμένο αν και μόνο αν το 𝜇 είναι ημιπεπερασμένο και το {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 0} είναι
αριθμήσιμο

• Αν 𝑓(𝑥) = 1 ∀𝑥 το 𝜇 λέγεται ((αριθμητικό μέτρο)).
• Αν 𝑓(𝑥) = 0 ∀𝑥 ≠ 𝑥0 και 𝑓(𝑥0) = 1 το 𝜇 λέγεται μέτρο Dirac στο 𝑥0.

(Χρησιμοποιούμε τα ίδια ονόματα και για την περίπτωση όπου ℳ ≠ 𝒫(𝑋).)
(ii) Έστω 𝑋 υπεραριθμήσιμο και ℳ η 𝜎-άλγεβρα των αριθμήσιμων και συναριθ-

μήσιμων υποσυνόλων του 𝑋. Η απεικόνιση 𝜇(𝐸) = 0 αν 𝐸 αριθμήσιμο και
𝜇(𝐸) = 1 αν 𝐸 συναριθμήσιμο είναι μέτρο.

(iii) Έστω 𝑋 απειροσύνολο, ℳ = 𝒫(𝑋) και 𝜇(𝐸) = 0 αν 𝐸 πεπερασμένο και
𝜇(𝐸) = ∞ αν 𝐸 άπειρο. Τότε το 𝜇 είναι πεπερασμένα προσθετικό μέτρο
αλλά όχι μέτρο.

Θεώρημα 2.0.2 Έστω (𝑋,ℳ,𝜇) χώρος μέτρου.
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(i) (Μονοτονία) Αν 𝐸,𝐹 ∈ ℳ και 𝐸 ⊆ 𝐹 ⇒ 𝜇(𝐸) ≤ 𝜇(𝐹).
(ii) (Υποπροσθετικότητα) Αν (𝐸𝑗)∞1 ⊆ ℳ ⇒ 𝜇(∪∞

1 𝐸𝑗) ≤ ∑∞
1 𝜇(𝐸𝑗).

(iii) (Συνέχεια από αριστερά) Αν (𝐸𝑗)∞1 ⊆ ℳ και 𝐸1 ⊆ 𝐸2 ⊆ …⇒ 𝜇(∪∞
1 𝐸𝑗) =

lim𝑗→∞ 𝜇(𝐸𝑗).
(iv) (Συνέχεια από δεξιά) Αν (𝐸𝑗)∞1 ⊆ ℳ και 𝐸1 ⊇ 𝐸2 ⊇ … και 𝜇(𝐸𝑛) < ∞

για κάποιο 𝑛 ⇒ 𝜇(∩∞
1 𝐸𝑗) = lim𝑗→∞ 𝜇(𝐸𝑗).

Απόδειξη: (i) 𝜇(𝐹) = 𝜇(𝐸) + 𝜇(𝐹 ∖ 𝐸) ≥ 𝜇(𝐸).
(ii) 𝐹1 = 𝐸1, 𝐹𝑘 = 𝐸𝑘 ∖ (∪𝑘−1

𝑗=1𝐸𝑗), ∀𝑘 > 1. Τα 𝐹𝑘 είναι ξένα και ∪𝑛
1𝐹𝑗 = ∪𝑛

1𝐸𝑗.
Από το (i)

𝜇(
∞
⋃
1
𝐸𝑗) = 𝜇(

∞
⋃
1
𝐹𝑗) =

∞
∑
1

𝜇(𝐹𝑗) ≤
∞
∑
1

𝜇(𝐸𝑗).

(iii) Θέτουμε 𝐸0 = ∅. Έχουμε

𝜇(
∞
⋃
1
𝐸𝑗) = 𝜇(

∞
⋃
1
(𝐸𝑗 ∖ 𝐸𝑗−1)) =

∞
∑
1

𝜇(𝐸𝑗 ∖ 𝐸𝑗−1)

= lim
𝑛→∞

𝑛
∑
1

𝜇(𝐸𝑗 ∖ 𝐸𝑗−1) = lim
𝑛→∞

𝜇(
𝑛
⋃
𝑗=1

(𝐸𝑗 ∖ 𝐸𝑗−1))

= lim
𝑛→∞

𝜇(
𝑛
⋃
𝑗=1

𝐸𝑗)

= lim
𝑛→∞

𝜇(𝐸𝑛).

(iv) Θέτουμε 𝐹𝑗 = 𝐸𝑛 ∖𝐸𝑗, για κάθε 𝑗 > 𝑛. Οπότε 𝐹𝑛+1 ⊆ 𝐹𝑛+2 ⊆ …, 𝜇(𝐸𝑛) =
𝜇(𝐹𝑗) + 𝜇(𝐸𝑗), ∀𝑗 > 𝑛 και ∪∞

𝑗=𝑛+1𝐹𝑗 = 𝐸𝑛 ∖ (∩∞
𝑗=1𝐸𝑗). Οπότε από το (iii)

έχουμε

𝜇(𝐸𝑛) = 𝜇(
∞
⋂
1
𝐸𝑗)+ lim

𝑗→∞
𝜇(𝐹𝑗) = 𝜇(

∞
⋂
1
𝐸𝑗)+ lim

𝑗→∞
(𝜇(𝐸𝑛) − 𝜇(𝐸𝑗)).

Επειδή 𝜇(𝐸𝑛) < ∞ έχουμε

𝜇(
∞
⋂
1
𝐸𝑗) = lim

𝑗→∞
𝜇(𝐸𝑗).



Παρατήρηση 2.0.3 Η συνθήκη 𝜇(𝐸𝑛) < ∞ είναι απαραίτητη (για παράδειγμα
∩∞
𝑛=1 [𝑛,∞) = ∅).

Ορισμός 2.0.4 Αν 𝐸 ∈ ℳ και 𝜇(𝐸) = 0. Τότε το 𝐸 λέγεται μηδενικό σύνολο.
Έστω ότι μια πρόταση ισχύει για όλα τα 𝑥 ∈ 𝑋, εκτός από τα 𝑥 σε ένα σύνολο
μέτρου μηδέν. Τότε λέμε ότι η πρόταση ισχύει σχεδόν παντού (σv.π.) ή ((σχεδόν
για κάθε 𝑥)).
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Αν 𝜇(𝐸) = 0 και 𝐹 ⊆ 𝐸 τότε από τη μονοτονία του 𝜇 έχουμε ότι 𝜇(𝐹) = 0,
εφόσον βέβαια 𝐹 ∈ ℳ (π.χ. αν ℳ = {∅,𝑋}), αυτό μπορεί να μην είναι σωστό).

Ορισμός 2.0.5 Ένα μέτρο λέγεται πλήρες, αν το πεδίο ορισμού του περιέχει
όλα τα υποσύνολα των μηδενικών συνόλων.

Θεώρημα 2.0.6 Έστω (𝑋,ℳ,𝜇) χώρος μέτρου, 𝒩 = {𝑁 ∈ ℳ ∶ 𝜇(𝑁) = 0}
και ℳ = {𝐸 ∪ 𝐹 ∶ 𝐸 ∈ ℳ και 𝐹 ⊆ 𝑁 για κάποιο 𝑁 ∈ 𝒩}. Τότε η ℳ είναι
σ-άλγεβρα και υπάρχει μοναδική επέκταση ̄𝜇 του 𝜇 στην ℳ, όπου ̄𝜇 πλήρες. Το
̄𝜇 λέγεται πλήρωση του 𝜇 και η ℳ πλήρωση της ℳ.

Απόδειξη: Οι ℳ και 𝒩 είναι κλειστές στις αριθμήσιμες ενώσεις, άρα το ίδιο
ισχύει και για την ℳ. Αν 𝐸∪𝐹 ∈ ℳ και 𝐹 ⊆ 𝑁 , 𝜇(𝑁) = 0, 𝐸 ∈ ℳ, μπορούμε να
υποθέσουμε ότι 𝐸 ∩𝑁 = ∅ (αλλιώς αντικαθιστούμε τα 𝐹 ,𝑁 με τα 𝐹 ∖𝐸, 𝑁 ∖𝐸).
Έτσι 𝐸 ∪ 𝐹 = (𝐸 ∪ 𝑁) ∩ (𝑁𝑐 ∪ 𝐹)⇒ (𝐸 ∪ 𝐹)𝑐 = (𝐸 ∪ 𝑁)𝑐 ∪ (𝑁 ∖ 𝐹). Όμως
(𝐸 ∪ 𝑁)𝑐 ∈ ℳ και 𝑁 ∖ 𝐹 ⊆ 𝑁 , άρα (𝐸 ∪ 𝐹)𝑐 ∈ ℳ. Άρα η ℳ είναι σ-άλγεβρα.
Θέτουμε ̄𝜇(𝐸 ∪𝐹) = 𝜇(𝐸). Αυτό είναι καλά ορισμένο, διότι αν 𝐸1∪𝐹1 = 𝐸2∪𝐹2
(𝐹𝑗 ⊆ 𝑁𝑗 ∈ 𝒩) ⇒ 𝐸1 ⊆ 𝐸2 ∪ 𝐹2, οπότε 𝜇(𝐸1) ≤ 𝜇(𝐸2) + 𝜇(𝑁2) = 𝜇(𝐸2).
Ομοίως 𝜇(𝐸2) ≤ 𝜇(𝐸1), άρα 𝜇(𝐸1) = 𝜇(𝐸2)⇒ ̄𝜇(𝐸1 ∪𝐹1) = ̄𝜇(𝐸2 ∪𝐹2). Εύκολα
βλέπει κανείς ότι το ̄𝜇 είναι πλήρες μέτρο στην ℳ και η μοναδική επέκταση του
𝜇 στη ℳ. 

2.1 Εξωτερικά μέτρα
Τα εξωτερικά μέτρα είναι ένα εργαλείο με το οποίο μπορούμε να κατασκευά-

σουμε μέτρα.

Ορισμός 2.1.1 Μια συνάρτηση 𝜇∗ ∶ 𝒫(𝑋) → [0,∞] λέγεται εξωτερικό μέτρο
αν
(i) 𝜇∗(∅) = 0,
(ii) Αν 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵),
(iii) 𝜇∗(∪∞

𝑗=1𝐴𝑗) ≤ ∑∞
𝑗=1 𝜇∗(𝐴𝑗).

Η ονομασία ((εξωτερικό μέτρο)) προκύπτει από τον τρόπο κατασκευής τους.
Πρώτα ορίζει κανείς ένα είδος ((πρότυπου-μέτρου)) σε μια οικογένεια ℰ ⊆ 𝒫(𝑋).
Μετά προσεγγίζει υποσύνολα του 𝑋 ((από έξω)), με αριθμήσιμες ενώσεις στοι-
χείων του ℰ.

Πρόταση 2.1.2 Έστω ℰ ⊆ 𝒫(𝑋) και 𝜌 ∶ ℰ → [0,∞] ώστε ∅ ∈ ℰ, 𝑋 ∈ ℰ και
𝜌(∅) = 0. Για κάθε 𝐴 ⊆ 𝑋 ορίζουμε

𝜇∗(𝐴) = inf{
∞
∑
1

𝜌(𝐸𝑗) ∶ 𝐸𝑗 ∈ ℰ και 𝐴 ⊆
∞
⋃
1
𝐸𝑗}.

Το 𝜇∗ είναι εξωτερικό μέτρο.

Απόδειξη: Φανερά αφού 𝑋 ∈ ℰ κάθε 𝐴 ⊆ 𝑋 καλύπτεται από στοιχεία του
ℰ. Άρα ο ορισμός του 𝜇∗ είναι καλός. Φανερά 𝜇∗(∅) = 0 (βάζουμε 𝐸𝑗 = ∅ ∀𝑗).
Επίσης, αν 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵) (τα καλύμματα του 𝐵 είναι και καλύμματα
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του 𝐴). Έστω τώρα 𝐴𝑗 ⊆ 𝑋 και έστω 𝜀 > 0, ∃(𝐸𝑘
𝑗 )∞𝑘=1 ∶ 𝐴𝑗 ⊆ ∪∞

𝑘=1𝐸𝑘
𝑗 και

∑∞
𝑘=1 𝜌(𝐸𝑘

𝑗 ) ≤ 𝜇∗(𝐴𝑗) + 𝜀2−𝑗. Αν 𝐴 = ∪∞
𝑗=1𝐴𝑗 ⇒ 𝐴 ⊆ ∪∞

𝑗,𝑘=1𝐸𝑘
𝑗 και

𝜇∗(∪∞
1 𝐴𝑗) = 𝜇∗(𝐴) ≤

∞
∑
𝑗,𝑘

𝜌(𝐸𝑘
𝑗 )

=
∞
∑
𝑗=1

∞
∑
𝑘=1

𝜌(𝐸𝑘
𝑗 ) ≤

∞
∑
𝑗=1

(𝜇∗(𝐴𝑗) + 𝜀2−𝑗)

=
∞
∑
𝑗=1

𝜇∗(𝐴𝑗) + 𝜀.



Ορισμός 2.1.3 Έστω 𝜇∗ εξωτερικό μέτρο στο 𝑋. Το 𝐴 ⊆ 𝑋 λέγεται 𝜇∗-
μετρήσιμο αν ∀𝐸 ⊆ 𝑋

𝜇∗(𝐸) = 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐).

Φανερά, η 𝜇∗(𝐸) ≤ 𝜇∗(𝐸∩𝐴)+𝜇∗(𝐸∩𝐴𝑐) ισχύει από την υποπροσθετικότητα
του 𝜇∗, για κάθε 𝐸, για κάθε 𝐴. Άρα, για να δείξουμε ότι το 𝐴 είναι 𝜇∗-μετρήσιμο,
αρκεί να δείξουμε ότι 𝜇∗(𝐸) ≥ 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐), ∀𝐸, με 𝜇∗(𝐸) < ∞ (για
𝜇∗(𝐸) = ∞ είναι προφανής).

Θεώρημα 2.1.4 (Το Θεώρημα του Καραθεοδωρή) Έστω 𝜇∗ εξωτερικό
μέτρο στο 𝑋 και ℳ η συλλογή όλων των 𝜇∗-μετρήσιμων υποσυνόλων του 𝑋.
Τότε

(i) Η ℳ είναι σ-άλγεβρα.
(ii) Το 𝜇∗ περιορισμένο στην ℳ είναι πλήρες μέτρο.

Απόδειξη: Η ℳ είναι κλειστή στα συμπληρώματα γιατί ο ορισμός των 𝜇∗-
μετρήσιμων είναι συμμετρικός ως προς 𝐴 και 𝐴𝑐. Αν 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ και 𝐸 ⊆ 𝑋, από
την υποπροσθετικότητα έχουμε

𝜇∗(𝐸) = 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐)
= 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴 ∩ 𝐵) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴 ∩ 𝐵𝑐)

+𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐)
≥ 𝜇∗((𝐸 ∩ 𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐸 ∩ 𝐴 ∩ 𝐵𝑐) ∪ (𝐸 ∩ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵))

+𝜇∗(𝐸 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐)
≥ 𝜇∗(𝐸 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)) + 𝜇∗(𝐸 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐).

Άρα 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ ℳ, οπότε η ℳ είναι άλγεβρα. Επιπλέον, το 𝜇∗ είναι πεπερασμένα
προσθετικό, διότι αν 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ και 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, τότε

𝜇∗(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝜇∗((𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐴) + 𝜇∗((𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐴𝑐) = 𝜇∗(𝐴) + 𝜇∗(𝐵).

Για να δείξουμε ότι η ℳ είναι σ-άλγεβρα, αρκεί να δείξουμε ότι είναι κλειστή
στις αριθμήσιμες ξένες ενώσεις. Έστω (𝐴𝑗)∞𝑗=1 ακολουθία ξένων συνόλων της
ℳ. Θέτουμε 𝐵𝑛 = ∪𝑛

𝑗=1𝐴𝑗 και 𝐵 = ∪∞
𝑗=1𝐴𝑗. Έστω 𝐸 ⊆ 𝑋, τότε
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𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑛) = 𝜇∗((𝐸 ∩ 𝐵𝑛) ∩ 𝐴𝑛) + 𝜇∗((𝐸 ∩ 𝐵𝑛) ∩ 𝐴𝑐
𝑛)

= 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑛) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑛−1),

αφού 𝐴𝑛 ξένα με τα 𝐴𝑗, για 𝑗 < 𝑛, οπότε 𝐴𝑗 ⊆ 𝐴𝑐
𝑛 για κάθε 𝑗 < 𝑛. Με επαγωγή

𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑛) = ∑𝑛
𝑗=1 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑗). Άρα

𝜇∗(𝐸) = 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛) ≥

𝑛
∑
𝑗=1

𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑗) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐).

Αφήνοντας το 𝑛 → ∞ έχουμε

𝜇∗(𝐸) ≥
∞
∑
𝑗=1

𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑗) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐)

≥ 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐)
≥ 𝜇∗(𝐸).

Άρα 𝐵 ∈ ℳ και η ℳ είναι σ-άλγεβρα. Θέτοντας 𝐸 = 𝐵 έχουμε

𝜇∗(𝐵) =
∞
∑
𝑗=1

𝜇∗(𝐵 ∩ 𝐴𝑗) =
∞
∑
𝑗=1

𝜇∗(𝐴𝑗) ⇒ 𝜇∗(
∞
⋃
𝑗=1

𝐴𝑗) =
∞
∑
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗),

δηλαδή το 𝜇∗ είναι αριθμήσιμα προσθετικό στην ℳ. Το 𝜇∗ ∣ℳ είναι πλήρες μέτρο,
γιατί αν 𝜇∗(𝐴) = 0, 𝐸 ⊆ 𝑋,

𝜇∗(𝐸) ≤ 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐) = 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐) ≤ 𝜇∗(𝐸).

Άρα 𝐴 ∈ ℳ. 
Το Θεώρημα του Καραθεοδωρή μας επιτρέπει να επεκτείνουμε μέτρα ορισμένα

σε άλγεβρες, σε μέτρα σε σ-άλγεβρες.

Ορισμός 2.1.5 Αν 𝒜 ⊆ 𝒫(𝑋) είναι άλγεβρα, μια συνάρτηση 𝜇 ∶ 𝒜 → [0,∞]
λέγεται προμέτρο αν

(i) 𝜇(∅) = 0,

(ii) για ξένα 𝐴𝑗 ∈ 𝒜, αν ∪∞
1 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 τότε 𝜇(∪∞

1 𝐴𝑗) = ∑∞
1 𝜇(𝐴𝑗)

Ένα προμέτρο δεν είναι ακόμα μέτρο γιατί η 𝒜 μπορεί να μην είναι σ-άλγεβρα.
Ένα προμέτρο 𝜇 σε μια άλγεβρα 𝒜 ⊆ 𝒫(𝑋), δίνει ένα εξωτερικό μέτρο, το

(2.1) 𝜇∗(𝐸) = inf{
∞
∑
1

𝜇(𝐴𝑗) ∶ 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 και 𝐸 ⊆
∞
⋃
1
𝐴𝑗}.

Πρόταση 2.1.6 Αν 𝜇 προμέτρο στην 𝒜 και 𝜇∗ όπως στην (2.1), τότε

(i) 𝜇∗ ∣𝒜= 𝜇.

(ii) Κάθε 𝐴 ∈ 𝒜 είναι 𝜇∗-μετρήσιμο.
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Απόδειξη: (i) Αν 𝐸 ∈ 𝒜 θα δείξουμε ότι 𝜇(𝐸) = 𝜇∗(𝐸). Φανερά, 𝜇(𝐸) ≥
𝜇∗(𝐸), γιατί θέτοντας 𝐴1 = 𝐸 ∈ 𝒜 και 𝐴𝑗 = ∅, ∀𝑗 ≥ 2, ισχύει 𝐸 ⊆ ∪∞

1 𝐴𝑗
και 𝜇∗(𝐸) ≤ ∑∞

1 𝜇(𝐴𝑗) = 𝜇(𝐸). Αντιστρόφως, έστω 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 με 𝐸 ⊆ ∪∞
1 𝐴𝑗.

Θα δείξουμε ότι ∑∞
1 𝜇(𝐴𝑗) ≥ 𝜇(𝐸), οπότε παίρνοντας infimum θα προκύψει

𝜇∗(𝐸) ≥ 𝜇(𝐸). Επειδή η Α είναι άλγεβρα, τα σύνολα 𝐵𝑛 = 𝐸 ∩ (𝐴𝑛 ∖ (∪𝑛−1
𝑗=1 𝐴𝑗))

είναι στοιχεία της. Επίσης τα 𝐵𝑛 είναι ξένα και η ένωσή τους είναι το 𝐸, αφού
𝐸 ⊆ ∪∞

1 𝐴𝑗. Δηλαδή 𝐸 = ∪∞
1 𝐵𝑛 και άρα ∪∞

1 𝐵𝑛 ∈ 𝒜. Έτσι από τον ορισμό του
προμέτρου 𝜇(𝐸) = ∑∞

1 𝜇(𝐵𝑗) ≤ ∑∞
1 𝜇(𝐴𝑗).

(ii) Έστω 𝐴 ∈ 𝒜 και 𝐸 ⊆ 𝑋. Έστω 𝜀 > 0 και (𝐵𝑗)∞𝑗=1 ⊆ 𝒜, με 𝐸 ⊆ ∪∞
𝑗=1𝐵𝑗

και ∑∞
1 𝜇(𝐵𝑗) ≤ 𝜇∗(𝐸) + 𝜀. Χρησιμοποιώντας το ότι το 𝜇 είναι προμέτρο

στη σχέση (2.2) παρακάτω, έχουμε

𝜇∗(𝐸) + 𝜀 ≥
∞
∑
1

𝜇(𝐵𝑗)

≥
∞
∑
1

𝜇(𝐵𝑗 ∩ 𝐴) + 𝜇(𝐵𝑗 ∩ 𝐴𝑐)(2.2)

(i)=
∞
∑
1

𝜇∗(𝐵𝑗 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐵𝑗 ∩ 𝐴𝑐)

≥ 𝜇∗(
∞
⋃
1
𝐵𝑗 ∩ 𝐴)+ 𝜇∗(

∞
⋃
1
𝐵𝑗 ∩ 𝐴𝑐)

≥ 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴𝑐).
Αυτή ισχύει για κάθε 𝜀 > 0, άρα το 𝐴 είναι 𝜇∗-μετρήσιμο. 

Θεώρημα 2.1.7 Έστω 𝒜 ⊆ 𝒫(𝑋) άλγεβρα, 𝜇 προμέτρο στην 𝒜 και ℳ η
σ-άλγεβρα που παράγεται από την 𝒜.
(i) Υπάρχει μέτρο ̄𝜇 στη ℳ που ̄𝜇 ∣𝒜= 𝜇. Συγκεκριμένα, ̄𝜇 = 𝜇∗ ∣ℳ, όπου το

𝜇∗ ορίζεται από την (2.1).
(ii) Αν 𝜈 ένα άλλο τέτοιο μέτρο στη ℳ τότε 𝜈(𝐸) ≤ ̄𝜇(𝐸), για όλα τα 𝐸 ∈ ℳ.

Ισχύει η ισότητα όταν ̄𝜇(𝐸) < ∞.
(iii) Αν 𝜇 σ-πεπερασμένο, τότε το ̄𝜇 είναι η μοναδική επέκταση του 𝜇 σε ένα

μέτρο στη ℳ.
Απόδειξη: Το (i) προκύπτει αμέσως από το Θεώρημα του Καραθεοδωρή και

την Πρόταση 2.1.6, διότι η σ-άλγεβρα των 𝜇∗-μετρήσιμων περιέχει την 𝒜, άρα και
τη ℳ.
(ii) Αν 𝐸 ∈ ℳ, 𝐸 ⊆ ∪∞

𝑗=1𝐴𝑗, 𝐴𝑗 ∈ 𝒜. Άρα 𝜈(𝐸) ≤ ∑∞
1 𝜈(𝐴𝑗) = ∑∞

1 𝜇(𝐴𝑗).
Παίρνοντας infimum έχουμε ότι 𝜈(𝐸) ≤ ̄𝜇(𝐸). Παρατηρούμε ότι αν 𝐴 =
∪∞
𝑗=1𝐴𝑗, έχουμε

𝜈(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝜈(∪𝑛
𝑗=1𝐴𝑗) = lim

𝑛→∞
𝜇(∪𝑛

𝑗=1𝐴𝑗) = ̄𝜇(𝐴).

Άρα αν 𝜇(𝐸) < ∞ διαλέγουμε τα 𝐴𝑗, ώστε ̄𝜇(𝐴) ≤ ̄𝜇(𝐸) + 𝜀 οπότε ̄𝜇(𝐴 ∖
𝐸) < 𝜀. Έτσι έχουμε

̄𝜇(𝐸) ≤ ̄𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴) = 𝜈(𝐴) = 𝜈(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜈(𝐴 ∩ 𝐸𝑐)
≤ 𝜈(𝐸) + ̄𝜇(𝐴 ∖ 𝐸) ≤ 𝜈(𝐸) + 𝜀.
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Αφού ισχύει ∀𝜀 > 0, έχουμε ότι ̄𝜇(𝐸) = 𝜈(𝐸).

(iii) Αν𝑋 = ∪∞
1 𝐴𝑗 με 𝜇(𝐴𝑗) < ∞, τότε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε

να υποθέσουμε ότι τα 𝐴𝑗 είναι ξένα. Οπότε για κάθε 𝐸 ∈ ℳ, έχουμε

̄𝜇(𝐸) =
∞
∑
1

̄𝜇(𝐸 ∩ 𝐴𝑗)
(ii)=

∞
∑
1

𝜈(𝐸 ∩ 𝐴𝑗) = 𝜈(𝐸),

άρα ̄𝜇 = 𝜈. 

Ασκήσεις

(i) Αν 𝜇1,… , 𝜇𝑛 μέτρα στον μετρήσιμο χώρο (𝑋,ℳ) και 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ [0,∞),
τότε το ∑𝑛

𝑗=1 𝑎𝑗𝜇𝑗 είναι μέτρο τον (𝑋,ℳ).

(ii) Αν (𝑋,ℳ,𝜇) είναι χώρος μέτρου και {𝐸𝑗}∞𝑗=1 ⊆ ℳ, τότε

(αʹ) 𝜇(lim inf𝐸𝑗) ≤ lim inf𝜇(𝐸𝑗)
(βʹ) Αν 𝜇(∪∞

𝑗=1𝐸𝑗) < ∞ τότε 𝜇(lim sup𝐸𝑗) ≥ lim sup𝜇(𝐸𝑗). Υπενθύμιση:
lim sup𝐸𝑗 = ∩∞

𝑛=1 ∪∞
𝑗=𝑛 𝐸𝑗 και lim inf𝐸𝑗 = ∪∞

𝑛=1 ∩∞
𝑗=𝑛 𝐸𝑗.

(iii) Αν (𝑋,ℳ,𝜇) είναι χώρος μέτρου και 𝐸,𝐹 ∈ ℳ τότε

𝜇(𝐸) + 𝜇(𝐹) = 𝜇(𝐸 ∪ 𝐹) + 𝜇(𝐸 ∩ 𝐹).

(iv) Έστω ότι ο (𝑋,ℳ,𝜇) είναι χώρος μέτρου και 𝐸 ∈ ℳ. Ορίζουμε την απει-
κόνιση 𝜇𝐸 ∶ ℳ → [0,∞] θέτοντας 𝜇𝐸(𝐴) = 𝜇(𝐸 ∩ 𝐴) για κάθε 𝐴 ∈ ℳ.
Δείξτε ότι το 𝜇𝐸 είναι μέτρο.

(v) Έστω ότι το 𝜇∗ είναι ένα εξωτερικό μέτρο στο σύνολο 𝑋 που ορίζεται με τη
βοήθεια μιας 𝜎-άλγεβρας ℳ στο 𝑋. Αποδείξτε ότι για κάθε 𝐸 ⊆ 𝑋 ισχύει

𝜇∗(𝐸) = inf{𝜇(𝐵) ∶ 𝐵 ∈ ℳ, και 𝐸 ⊆ 𝐵}.

(vi) Έστω ότι το 𝜇∗ είναι ένα εξωτερικό μέτρο στο σύνολο 𝑋 που παράγεται
από ένα προμέτρο και 𝜇∗(𝑋) < ∞. Αν 𝐸 ⊆ 𝑋 ορίζουμε το εσωτερικό μέτρο
του 𝐸 να είναι η ποσότητα 𝜇∗(𝐸) = 𝜇∗(𝑋) − 𝜇∗(𝐸𝑐). Με τη βοήθεια της
προηγούμενης άσκησης, δείξτε ότι το 𝐸 είναι 𝜇∗-μετρήσιμο αν και μόνο αν
𝜇∗(𝐸) = 𝜇∗(𝐸).

(vii) Έστω ότι η 𝒜 είναι η συλλογή των πεπερασμένων ενώσεων συνόλων της
μορφής (𝑎, 𝑏] ∩ ℚ (−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞). Δείξτε ότι

(αʹ) η 𝒜 είναι άλγεβρα στο ℚ.
(βʹ) H σv-άλγεβρα που παράγεται από την 𝒜 είναι η 𝒫(ℚ).
(γʹ) Ορίζουμε το 𝜇 στην Α με 𝜇(∅) = 0 και 𝜇(𝐴) = ∞ για κάθε 𝐴 ≠ ∅.

Τότε το 𝜇 είναι προμέτρο στην 𝒜 και υπάρχουν τουλάχιστον δύο μέτρα
στην 𝒫(ℚ) των οποίων ο περιορισμός στην 𝒜 είναι το 𝜇.
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2.2 Μέτρα Borel στο ℝ
Η σ-άλγεβραℬℝ των Borel υποσυνόλων του ℝ είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται

από τα ημιανοιχτά διαστήματα του ℝ, δηλαδή διαστήματα της μορφής (𝛼, 𝑏] ή
(𝛼,∞) ή ∅.

Έστω 𝐹 ∶ ℝ → ℝ αύξουσα συνάρτηση, οπότε έχει πλευρικά όρια σε κάθε
σημείο:

𝐹(𝛼+) = lim
𝑥→𝛼+

𝐹(𝑥) = inf
𝑥>𝛼

𝐹(𝑥),

𝐹(𝛼−) = lim
𝑥→𝛼− 𝐹(𝑥) = sup

𝑥<𝛼
𝐹(𝑥).

Επίσης τα 𝐹(∞) = sup𝑥∈ℝ 𝐹(𝑥) και 𝐹(−∞) = inf𝑥∈ℝ 𝐹(𝑥) υπάρχουν στο ℝ ∪
{±∞}. Η 𝐹 είναι από δεξιά συνεχής αν 𝐹(𝛼) = 𝐹(𝛼+).

Πρόταση 2.2.1 Έστω 𝐹 ∶ ℝ → ℝ αύξουσα και δεξιά συνεχής. Αν τα (𝛼𝑗, 𝑏𝑗],
𝑗 = 1,… , 𝑛, είναι ξένα, θέτουμε

𝜇(
𝑛
⋃
1
(𝛼𝑗, 𝑏𝑗]) =

𝑛
∑
1
(𝐹(𝑏𝑗) − 𝐹(𝛼𝑗))

και 𝜇(∅) = 0. Τότε το 𝜇 είναι προμέτρο στην άλγεβρα 𝒜 των ημιανοιχτών διαστη-
μάτων (δηλαδή στην άλγεβρα που παράγεται από διαστήματα της μορφής (𝛼, 𝑏],
(𝛼,∞), ∅).

Απόδειξη: Το 𝜇 είναι καλά ορισμένο: αν τα (𝛼, 𝑏] = ∪𝑛
1 (𝛼𝑗, 𝑏𝑗] και τα (𝛼𝑗, 𝑏𝑗]

είναι ξένα, τότε μετά ίσως από μια επαναδιάταξη των διαστημάτων μπορούμε να
υποθέσουμε ότι 𝛼 = 𝛼1 < 𝑏1 = 𝛼2 < 𝑏2 = 𝛼3 < 𝑏3 = … < 𝑏𝑛 = 𝑏, οπότε

𝑛
∑
1
(𝐹(𝑏𝑗) − 𝐹(𝛼𝑗)) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝛼).

Γενοκότερα, αν (𝐼𝑖)𝑛𝑖=1 και (𝐽𝑗)𝑚𝑗=1 είναι πεπερασμένες ακολουθίες ξένων ημιανοι-
χτών διαστημάτων με ∪𝑛

1 𝐼𝑖 = ∪𝑚
1 𝐽𝑗, το παραπάνω λέει ότι

𝑛
∑
1

𝜇(𝐼𝑖) =
𝑛
∑
1

𝑚
∑
1

𝜇(𝐼𝑖 ∩ 𝐽𝑗) =
𝑚
∑
1

𝜇(𝐽𝑗).

Έτσι το 𝜇 είναι καλά ορισμένο και πεπερασμένα προσθετικό.
Μένει να δείξουμε ότι αν (𝐼𝑗)∞𝑗=1 είναι ακολουθία ξένων ημιανοιχτών διαστημά-

των με ∪∞
1 𝐼𝑗 ∈ 𝒜 τότε 𝜇(∪∞

1 𝐼𝑗) = ∑∞
1 𝜇(𝐼𝑗). Τα σύνολα της 𝒜 φτιάχνονται με

πεπερασμένες ενώσεις, τομές και συμπληρώματα ημιανοιχτών διαστημάτων. Επει-
δή οι πεπερασμένες τομές ημιανοιχτών διαστημάτων είναι ημιανοιχτό διάστημα και
το συμπλήρωμα ενός ημιανοιχτού διαστήματος είναι ένωση δύο ξένων ημιανοιχτών
διαστημάτων, κάθε στοιχείο της 𝒜 είναι πεπερασμένη ένωση ξένων ημιανοιχτών
διαστημάτων. Άρα αφού ∪∞

1 𝐼𝑗 ∈ 𝒜 το ίδιο θα ισχύει και για αυτό. Επειδή τώρα
το 𝜇 είναι πεπερασμένα προσθετικό αρκεί να υποθέσουμε ότι το ∪∞

1 𝐼𝑗 είναι ένα
ημιανοιχτό διάστημα 𝐼 = (𝛼, 𝑏]. Τώρα

𝜇(𝐼) = 𝜇(
𝑛
⋃
1
𝐼𝑗)+ 𝜇(𝐼 ∖

𝑛
⋃
1
𝐼𝑗) ≥ 𝜇(

𝑛
⋃
1
𝐼𝑗) =

𝑛
∑
1

𝜇(𝐼𝑗).
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Άρα
𝜇(𝐼) ≥

𝑛
∑
1

𝜇(𝐼𝑗).

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε πρώτα ότι −∞ < 𝛼 < 𝑏 < ∞ και έστω 𝜀 > 0. Αφού
𝐹 δεξιά συνεχής υπάρχει 𝛿 > 0 ∶ 𝐹(𝛼 + 𝛿) − 𝐹(𝛼) < 𝜀. Αν 𝐼𝑗 = (𝛼𝑗, 𝑏𝑗], ∀𝑗
∃𝛿𝑗 > 0 ώστε 𝐹(𝑏𝑗+𝛿𝑗)−𝐹(𝑏𝑗) < 𝜀2−𝑗. Τα ανοιχτά διαστήματα (𝛼𝑗, 𝑏𝑗 + 𝛿𝑗) κα-
λύπτουν το συμπαγές σύνολο [𝛼 + 𝛿, 𝑏], οπότε υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα.
Διαγράφοντας όσα (𝛼𝑗, 𝑏𝑗 + 𝛿𝑗) περιέχονται σε ένα άλλο τέτοιο σύνολο, μπορούμε
να υποθέσουμε ότι
(i) τα (𝛼1, 𝑏1 + 𝛿1) ,… , (𝛼𝑁 , 𝑏𝑁 + 𝛿𝑁) καλύπτουν το [𝛼 + 𝛿, 𝑏],
(ii) 𝛼1 < 𝛼2 < … < 𝛼𝑁 ,
(iii) 𝑏𝑗 + 𝛿𝑗 ∈ (𝛼𝑗+1, 𝑏𝑗+1 + 𝛿𝑗+1), για 𝑗 = 1,… ,𝑁 − 1.
Τώρα, χρησιμοποώντας στην (2.3) παρακάτω ότι 𝑏𝑁 + 𝛿𝑁 > 𝑏, 𝛼1 < 𝛼+ 𝛿 και 𝐹
αύξουσα, έχουμε

𝜇(𝐼) = 𝜇((𝛼 + 𝛿, 𝑏]) + 𝜇((𝛼, 𝛼 + 𝛿])
≤ 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝛼 + 𝛿) + 𝜀
≤ 𝐹(𝑏𝑁 + 𝛿𝑁) − 𝐹(𝛼1) + 𝜀(2.3)

= 𝐹(𝑏𝑁 + 𝛿𝑁) − 𝐹(𝛼𝑁) +
𝑁−1
∑
1

(𝐹(𝛼𝑗+1) − 𝐹(𝛼𝑗)) + 𝜀

≤ 𝐹(𝑏𝑁 + 𝛿𝑁) − 𝐹(𝛼𝑁) +
𝑁−1
∑
1

(𝐹(𝑏𝑗 + 𝛿𝑗) − 𝐹(𝛼𝑗)) + 𝜀

=
𝑁
∑
1
(𝐹(𝑏𝑗 + 𝛿𝑗) − 𝐹(𝛼𝑗)) + 𝜀

≤
𝑁
∑
1
(𝐹(𝑏𝑗) + 𝜀2−𝑗 − 𝐹(𝛼𝑗)) + 𝜀

=
𝑁
∑
1

𝜇(𝐼𝑗) + 2𝜀.

Άρα

𝜇(𝐼) ≤
𝑁
∑
1

𝜇(𝐼𝑗).

Αν 𝛼 = −∞ το ίδιο επιχείρημα δίνει 𝐹(𝑏)−𝐹(−𝑀) ≤ ∑∞
1 𝜇(𝐼𝑗)+2𝜀, ∀𝑀 < ∞.

Αν 𝑏 = ∞ τότε 𝐹(𝑀) − 𝐹(𝛼) ≤ ∑∞
1 𝜇(𝐼𝑗) + 2𝜀. Οπότε ολοκληρώνουμε την

απόδειξη αφήνοντας το 𝜀 → 0 και το 𝑀 → ∞. 
Θεώρημα 2.2.2 Αν 𝐹 ∶ ℝ → ℝ αύξουσα και δεξιά συνεχής συνάρτηση τότε
υπάρχει ακριβώς ένα 𝜇𝐹 στην ℬℝ, ώστε 𝜇𝐹 ((𝛼, 𝑏]) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝛼), για κάθε
𝛼, 𝑏 ∈ ℝ. Αν 𝐺 μια άλλη τέτοια συνάρτηση τότε 𝜇𝐹 = 𝜇𝐺 ⇔ 𝐹 −𝐺 = σταθερά.
Αντιστρόφως, αν 𝜇 είναι ένα μέτρο στην ℬℝ πεπερασμένο σε κάθε φραγμένο
Borel σύνολο, τότε ορίζουμε

𝐹(𝑥) = 𝜇((0, 𝑥]) αν 𝑥 > 0, 𝐹(0) = 0, 𝐹(𝑥) = −𝜇((𝑥, 0]) αν 𝑥 < 0,
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και αυτή η 𝐹 είναι αύξουσα, δεξιά συνεχής και 𝜇 = 𝜇𝐹 .
Απόδειξη: Κάθε τέτοια 𝐹 ορίζει ένα προμέτρο στην άλγεβρα 𝒜 των ημιανοι-

χτών διαστημάτων από την προηγούμενη πρόταση. Φανερά οι 𝐹 και 𝐺 ορίζουν το
ίδιο προμέτρο αν και μόνο αν 𝐹 −𝐺 σταθερά και τα προμέτρα είναι σ-πεπερασμένα
αφού ℝ = ∪∞

−∞ (𝑗, 𝑗 + 1]. Άρα τα δύο πρώτα προκύπτουν από το Θεώρημα 2.1.7
Για τον τελευταίο ισχυρισμό, η μονοτονία του 𝜇 συνεπάγεται ότι η 𝐹 είναι

αύξουσα. Η συνέχεια από δεξιά του 𝜇 (δες θεώρημα 2.0.2 (iv)) συνεπάγεται ότι η
𝐹 είναι δεξιά συνεχής. Φανερά 𝜇 = 𝜇𝐹 στην 𝒜. Οπότε 𝜇 = 𝜇𝐹 στην ℬℝ, από τη
μοναδικότητα του Θεωρήματος 2.1.7 
Παρατήρηση 2.2.3 Θα μπορούσαμε να είχαμε χρησιμοποιήσει διαστήματα της
μορφής [𝛼, 𝑏) και αριστερά συνεχείς συναρτήσεις.
Παρατήρηση 2.2.4 Αν 𝜇 πεπερασμένο μέτρο στην ℬℝ, τότε 𝜇 = 𝜇𝐹 όπου
𝐹(𝑥) = 𝜇((−∞,𝑥]).
Παρατήρηση 2.2.5 H 𝐹 λέγεται συνάρτηση κατανομής του 𝜇 (cumulative
distribution function).
Παρατήρηση 2.2.6 Η θεωρία που αναπτύχθηκε μέχρι και το Θεώρημα 2.1.7
για κάθε αύξουσα, δεξιά συνεχή συνάρτηση 𝐹 δίνει ένα πλήρες μέτρο ̄𝜇𝐹 με πεδίο
ορισμού συνήθως μεγαλύτερο της ℬℝ. Στην πραγματικότητα το ̄𝜇𝐹 είναι η πλή-
ρωση του 𝜇𝐹 . Αυτό το πλήρες μέτρο θα το γράφουμε πάλι 𝜇𝐹 και θα το λέμε ((το
Lebesgue-Stieltjes μέτρο της 𝐹 )).

Έστω 𝐹 αύξουσα και δεξιά συνεχής συνάρτηση και 𝜇 το πλήρες Lebesgue-
Stieltjes μέτρο της 𝐹 με πεδίο ορισμού το ℳ. Έτσι ∀𝐸 ∈ ℳ

𝜇(𝐸) = inf{
∞
∑
1
(𝐹(𝑏𝑗) − 𝐹(𝛼𝑗)) ∶ 𝐸 ⊆

∞
⋃
1
(𝛼𝑗, 𝑏𝑗]}

= inf{
∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗]) ∶ 𝐸 ⊆
∞
⋃
1
(𝛼𝑗, 𝑏𝑗]}.

Λήμμα 2.2.7 Για κάθε 𝐸 ∈ ℳ,

𝜇(𝐸) = inf{
∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗)) ∶ 𝐸 ⊆
∞
⋃
1
(𝛼𝑗, 𝑏𝑗)}.

Απόδειξη: Έστω 𝜈(𝐸) = inf {∑∞
1 𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗)) ∶ 𝐸 ⊆ ∪∞

1 (𝛼𝑗, 𝑏𝑗)}. Έστω 𝑙𝑗 =
𝑏𝑗 − 𝛼𝑗 και 𝐼𝑗𝑘 = (𝑏𝑗 − 𝑙𝑗21−𝑘, 𝑏𝑗 − 𝑙𝑗2−𝑘] για 𝑘 ∈ ℕ. Έπεται (𝛼𝑗, 𝑏𝑗) = ∪∞

𝑘=1𝐼𝑗𝑘,
οπότε 𝐸 ⊆ ∪∞

𝑗,𝑘=1𝐼𝑗𝑘 και επειδή τα (𝐼𝑗𝑘)𝑘 είναι ξένα,
∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗)) =
∞
∑
𝑗,𝑘=1

𝜇(𝐼𝑗𝑘) ≥ 𝜇(𝐸).

Άρα 𝜈(𝐸) ≥ 𝜇(𝐸). Αντιστρόφως, αν 𝜀 > 0, υπάρχει ακολουθία διαστημάτων
{(𝛼𝑗, 𝑏𝑗]}∞1 με 𝐸 ⊆ ∪∞

1 (𝛼𝑗, 𝑏𝑗] και ∑
∞
1 𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗]) ≤ 𝜇(𝐸) + 𝜀 και ∀𝑗 ∃𝛿𝑗 > 0:

𝐹(𝑏 + 𝛿𝑗) − 𝐹(𝑏) < 𝜀2−𝑗. Έτσι 𝐸 ⊆ ∪∞
1 (𝛼𝑗, 𝑏𝑗 + 𝛿𝑗) και

∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗 + 𝛿𝑗)) ≤
∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗]) + 𝜀 ≤ 𝜇(𝐸) + 2𝜀.
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Άρα 𝜈(𝐸) ≤ 𝜇(𝐸). 

Θεώρημα 2.2.8 Αν 𝐸 ∈ ℳ, τότε

𝜇(𝐸) = inf{𝜇(𝑈) ∶ 𝑈 ⊇ 𝐸,𝑈 ανοιχτό} (εξωτερική κανονικότητα),
= sup {𝜇(𝐾) ∶ 𝐾 ⊆ 𝐸,𝐾 συμπαγές} (εσωτερική κανονικότητα).

Απόδειξη: Αν 𝑈 ανοιχτό με 𝑈 ⊇ 𝐸 τότε 𝜇(𝑈) ≥ 𝜇(𝐸). Το 𝑈 είναι αριθμή-
σιμη ένωση διαστημάτων (𝛼𝑗, 𝑏𝑗), άρα

inf{𝜇(𝑈) ∶ 𝑈 ⊇ 𝐸,𝑈 ανοιχτό}

= inf{𝜇(
∞
⋃
𝑗=1

(𝑎𝑗, 𝑏𝑗)) ∶ 𝐸 ⊆
∞
⋃
𝑗=1

(𝑎𝑗, 𝑏𝑗)}

≤ inf{
∞
∑
1

𝜇((𝛼𝑗, 𝑏𝑗)) ∶ 𝐸 ⊆ ∪∞
𝑗=1(𝑎𝑗, 𝑏𝑗)} = 𝜇(𝐸).

Για τη δεύτερη ισότητα, έστω 𝐸 φραγμένο. Αν 𝐸 = 𝐸 τότε 𝐸 συμπαγές.
Από την πρώτη ισότητα για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει ανοιχτό 𝑈 ώστε 𝑈 ⊇ 𝐸 ∖ 𝐸:
𝜇(𝑈) ≤ 𝜇(𝐸 ∖ 𝐸) + 𝜀. Θέτω 𝐾 = 𝐸 ∖ 𝑈 . Το 𝐾 είναι συμπαγές ως κλειστό
υποσύνολο συμπαγούς, 𝐾 ⊆ 𝐸 και

𝜇(𝐾) = 𝜇(𝐸) − 𝜇(𝐸 ∩ 𝑈)(2.4)
= 𝜇(𝐸) − [𝜇(𝑈) − 𝜇(𝑈 ∖ 𝐸)]
≥ 𝜇(𝐸) − 𝜇(𝑈) + 𝜇( ̄𝐸 ∖ 𝐸)
≥ 𝜇(𝐸) − 𝜀,

όπου στην (2.4) χρησιμοποιούμε ότι τα 𝐾,𝐸 ∩𝑈 είναι ξένα και 𝐾 ∪(𝐸 ∩𝑈) = 𝐸.
Αν 𝐸 δεν είναι φραγμένο, θέτουμε 𝐸𝑗 = 𝐸 ∩ (𝑗, 𝑗 + 1]. Από το προηγούμενο
∀𝜀 > 0, υπάρχει συμπαγές 𝐾𝑗 ⊆ 𝐸𝑗: 𝜇(𝐾𝑗) ≥ 𝜇(𝐸𝑗)−𝜀2−𝑗. Έστω 𝐻𝑛 = ∪𝑛

−𝑛𝐾𝑗.
Το 𝐻𝑛 είναι συμπαγές υποσύνολο του 𝐸 και

𝜇(𝐻𝑛) = 𝜇(∪𝑛
𝑗=−𝑛𝐾𝑗) =

𝑛
∑
𝑗=−𝑛

𝜇(𝐾𝑗)

≥
𝑛
∑
𝑗=−𝑛

(𝜇(𝐸𝑗) − 𝜀2−𝑗) ≥ 𝜇(∪𝑛
𝑗=−𝑛𝐸𝑗) − 2𝜀.(2.5)

Αφού 𝜇(𝐸) = lim𝑛→∞ 𝜇(∪𝑛
−𝑛𝐸𝑗) υπάρχει 𝑛0 ∈ ℕ ώστε για κάθε 𝑛 ∈ ℕ με 𝑛 ≥ 𝑛0

να ισχύει 𝜇(∪𝑛
𝑗=−𝑛𝐸𝑗) ≥ 𝜇(𝐸) − 𝜀 οπότε η (2.5) γίνεται 𝜇(𝐻𝑛) ≥ 𝜇(𝐸) − 3𝜀, και

το αποτέλεσμα έπεται. 

Θεώρημα 2.2.9 Αν 𝐸 ⊆ ℝ, τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) 𝐸 ∈ ℳ.

(ii) 𝐸 = 𝑉 ∖ 𝑁1 όπου 𝑉 είναι 𝐺𝛿 σύνολο και 𝜇(𝑁1) = 0.

(iii) 𝐸 = 𝐻 ∪𝑁2 όπου 𝐻 είναι 𝐹𝜎 σύνολο και 𝜇(𝑁2) = 0.
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Απόδειξη: Αφού το 𝜇 είναι πλήρες, (ii)⇒(i) και (iii)⇒(i). Έστω 𝐸 ∈ ℳ και
𝐸 φραγμένο. Από το προηγούμενο, ∀𝑗 ∈ ℕ, ∃ 𝑈𝑗 ⊇ 𝐸 ⊇ 𝐾𝑗, με 𝑈𝑗 ανοιχτό και
𝐾𝑗 συμπαγές τέτοιο ώστε:

𝜇(𝑈𝑗) − 2−𝑗 ≤ 𝜇(𝐸) ≤ 𝜇(𝐾𝑗) + 2−𝑗.

Έστω 𝑉 = ∩∞
𝑗=1𝑈𝑗, 𝐻 = ∪∞

𝑗=1𝐾𝑗. Τότε 𝜇(𝑉 ) = 𝜇(𝐸) = 𝜇(𝐻) < ∞, οπότε
𝜇(𝑉 ∖ 𝐸) = 𝜇(𝐸 ∖ 𝐻) = 0. Άρα (i)⇒(ii) και (i)⇒(iii), όταν 𝐸 φραγμένο. Αν το
𝐸 δεν είναι φραγμένο, η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.



Πρόταση 2.2.10 Αν 𝜇(𝐸) < ∞, τότε για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει ένα σύνολο 𝐴
που είναι πεπερασμένη ένωση ανοιχτών διαστημάτων ώστε 𝜇(𝐸△𝐴) < 𝜖.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.

2.3 Το μέτρο Lebesgue
Το μέτρο Lebesgue είναι το πλήρες μέτρο 𝜇𝐹 με 𝐹(𝑥) = 𝑥 και θα το συμ-

βολίζουμε με 𝑚. Τα Lebesgue μετρήσιμα σύνολα θα τα συμβολίζουμε με ℒ. Τον
περιορισμό 𝑚|ℬℝ

θα τον λέμε πάλι μέτρο Lebesgue.

Θεώρημα 2.3.1 Αν 𝐸 ⊆ ℝ και 𝑠, 𝑟 ∈ ℝ, έστω 𝐸 + 𝑠 = {𝑥 + 𝑠 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸} και
𝑟𝐸 = {𝑟𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸}. Αν 𝐸 ∈ ℒ τότε 𝐸+𝑠, 𝑟𝐸 ∈ ℒ ∀𝑠, ∀𝑟 και 𝑚(𝐸 +𝑠) = 𝑚(𝐸)
και 𝑚(𝑟𝐸) = |𝑟|𝑚(𝐸).

Απόδειξη: ∀𝐸 ∈ ℬℝ ορίζω 𝑚𝑠(𝐸) = 𝑚(𝐸 + 𝑠) και 𝑚𝑟(𝐸) = 𝑚(𝑟𝐸). Τα
𝑚𝑠 και 𝑚𝑟 ταυτίζονται με τα 𝑚 και |𝑟|𝑚 αντίστοιχα στις πεπερασμένες ενώσεις
διαστημάτων και άρα και στην ℬℝ από το Θεώρημα 2.1.7 Επίσης αν 𝐸 ∈ ℬℝ
και 𝑚(𝐸) = 0 τότε 𝑚(𝐸 + 𝑠) = 𝑚(𝑟𝐸) = 0. Έπεται ότι η ℒ διατηρείται με
μεταφορές και πολλαπλασιασμούς, (από το Θεώρημα 2.2.9), και 𝑚(𝐸+𝑠) = 𝑚(𝐸),
𝑚(𝑟𝐸) = |𝑟|𝑚(𝐸). 

Πρόταση 2.3.2 Έστω 𝐶 το σύνολο Cantor

(i) Το 𝐶 είναι συμπαγές.
(ii) Αν 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 και 𝑥 < 𝑦, υπάρχει 𝑧 ∉ 𝐶: 𝑥 < 𝑧 < 𝑦 οπότε το 𝐶 είναι ολικά

μη συνεκτικό και πουθενά πυκνό.
(iii) Το 𝐶 δεν έχει μεμονωμένα σημεία.
(iv) 𝑚(𝐶) = 0.
(v) card(C)= 𝑐.

Απόδειξη: (i) Προφανές, γιατί το 𝐶 είναι τομή κλειστών υποσυνόλων του
[0, 1].

(ii) Προφανές, αν τα 𝑥 και 𝑦 διαφέρουν για πρώτη φορά στον 𝑘 όρο μετά την
υποδιαστολή, 𝛼𝑘(𝑥) = 0 και 𝛼𝑘(𝑦) = 2. Θέτουμε 𝑧:

𝛼𝑛(𝑧) = { 𝛼𝑛(𝑥), αν 𝑛 ≠ 𝑘
1, αν 𝑛 = 𝑘.
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(iii) Αν 𝑥0 ∈ 𝐶 μεμονωμένο ∃𝜀 > 0: (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀) ∩ 𝐶 = {𝑥0}. Έστω 𝑥0 =
∑∞

𝑗=1 𝛼𝑗3−𝑗, 𝛼𝑗 ∈ {0, 2}. Βρίσκουμε 𝑛 τέτοιο ώστε : 1
3𝑛 < 𝜀. Θέτω 𝑦 =

∑∞
𝑗=1 𝑏𝑗3−𝑗, όπου 𝑏𝑗 = 𝛼𝑗, ∀𝑗 ≠ 𝑛 + 1 και 𝑏𝑛+1 = 0 αν 𝛼𝑛+1 = 2, 𝑏𝑛+1 = 2

αν 𝛼𝑛+1 = 0. Τότε 𝑦 ≠ 𝑥0, 𝑦 ∈ 𝐶,

|𝑥0 − 𝑦| ≤ 2
∞
∑

𝑗=𝑛+1

1
3𝑗 = 2

1
3𝑛+1

1 − 1
3
= 1

3𝑛 < 𝜀,

το οποίο είναι άτοπο.
(iv)

𝑚(𝐶) = 1 −
∞
∑
0

2𝑗
3𝑗+1 = 1 − 1

3 ⋅ 1
1 − (2/3) = 0.

(v) ∀𝑥 ∈ 𝐶, 𝑥 = ∑∞
1 𝛼𝑗3−𝑗. Ορίζω 𝑓(𝑥) = ∑∞

1 𝑏𝑗2−𝑗. Τότε 𝑏𝑗 = 0 αν 𝛼𝑗 = 0
και 𝑏𝑗 = 1 αν 𝛼𝑗 = 2. Η 𝑓 είναι 1-1 και επί: 𝐶 → [0, 1]. 

Η 𝑓 είναι αύξουσα, διότι αν 𝑥 < 𝑦 τότε 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦), εκτός αν τα 𝑥, 𝑦 είναι άκρα
αφαιρούμενου διαστήματος. Σε αυτή τη περίπτωση 𝑓(𝑥) = 𝑝2−𝑘 για κάποια 𝑝, 𝑘 και
τα 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) είναι οι δύο αναπαραστάσεις του ίδιου αριθμού στη βάση 2, άρα η 𝑓
είναι αύξουσα. Έτσι η 𝑓 επεκτείνεται σε όλο το [0, 1]. Θέτοντας την σταθερή στα
διαστήματα που αφαιρούνται με τιμή ίση με αυτή στα άκρα. Άρα 𝑓 ∶ [0, 1] → [0, 1]
αύξουσα και επί. Άρα η 𝑓 δεν έχει άλματα, συνεπώς είναι συνεχής. Η 𝑓 λέγεται
συνάρτηση Cantor ή Cantor-Lebesgue.

Πρόταση 2.3.3 ℒ ≠ ℬℝ.

Απόδειξη: card(ℒ) =card(𝒫(ℝ)) > 𝑐 αφού κάθε υποσύνολο του 𝐶 είναι
ℒ-μετρήσιμο. Όμως card(ℬℝ) = 𝑐. 

Ασκήσεις
(i) Αν 𝜇(Ε) < ∞ τότε για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει σύνολο 𝐴 που είναι πεπερασμένη

ένωση ανοιχτών διαστημάτων ώστε 𝜇(𝐸 ▵ 𝐴) < 𝜖.
(ii) Έστω ότι η συνάρτηση 𝐹 ∶ ℝ → ℝ είναι αύξουσα και δεξιά συνεχής, και

έστω 𝜇𝐸 το επαγόμενο μέτρο. Τότε
(αʹ) 𝜇𝐹 ({𝑎}) = 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑎−)
(βʹ) 𝜇𝐹 ([𝑎, 𝑏)) = 𝐹(𝑏−) − 𝐹(𝑎−)
(γʹ) 𝜇𝐹 ([𝑎, 𝑏]) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎−)
(δʹ) 𝜇𝐹 ((𝑎, 𝑏)) = 𝐹(𝑏−) − 𝐹(𝑎).

(iii) Αν 𝐸 ∈ ℒ και 𝑚(𝐸) > 0, τότε για κάθε 0 < 𝑎 < 1 υπάρχει ανοιχτό διάστημα
𝐼 ώστε 𝑚(𝐸 ∩ 𝐼) > 𝑎𝑚(𝐼).

(iv) Αν 𝐸 ∈ ℒ και 𝑚(𝐸) > 0, τότε το σύνολο 𝐸 − 𝐸 = {𝑥 − 𝑦 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸}
περιέχει ένα διάστημα της μορφής (−𝛿, 𝛿) για κατάλληλο 𝛿 > 0.





Κεφάλαιο 3

Μετρήσιμες συναρτήσεις
και ολοκλήρωμα

3.1 Μετρήσιμες συναρτήσεις
Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 και 𝒩 𝜎-άλγεβρα στον 𝑌 , τότε το {𝑓−1(𝐴) ∶ 𝐴 ∈ 𝒩} είναι

𝜎-άλγεβρα στον 𝑋. Η 𝑓 ∶ (𝑋,ℳ) → (𝑌 ,𝒩) λέγεται μετρήσιμη συνάρτηση αν
𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ ∀𝐸 ∈ 𝒩.

Πρόταση 3.1.1 Αν 𝒩 = ℳ(ℰ) τότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν
𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ για κάθε 𝐸 ∈ ℰ.

Απόδειξη: (⇒) Αφού η 𝑓 είναι μετρήσιμη, τότε 𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ για κάθε
𝐸 ∈ 𝒩, άρα και για κάθε 𝐸 ∈ ℰ ⊆ 𝒩.

(⇐) Αρκεί να δείξουμε ότι {𝐸 ⊆ 𝑌 ∶ 𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ} ⊇ 𝒩. Όμως {𝐸 ⊆ 𝑌 ∶
𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ} ⊇ ℰ και είναι 𝜎-άλγεβρα, άρα {𝐸 ⊆ 𝑌 ∶ 𝑓−1(𝐸) ∈ ℳ} ⊇ ℳ(ℰ) ⊇
𝒩. 

Πόρισμα 3.1.2 Αν 𝑋,𝑌 μετρικοί ή τοπολογικοί χώροι κάθε 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 συνε-
χής, είναι (ℬ𝑋, ℬ𝑌 )-μετρήσιμη.

Ορισμός 3.1.3 Η 𝑓 ∶ (𝑋,ℳ) → ℝ ή ℂ λέγεται μετρήσιμη αν είναι (ℳ,ℬℝ)
ή (ℳ,ℬℂ)-μετρήσιμη. Ειδικά η 𝑓 ∶ ℝ → ℝ λέγεται Lebesgue μετρήσιμη αν
είναι (ℒ,ℬℝ)-μετρήσιμη. Φανερά η 𝑓 ∘ 𝑔 δεν είναι ℒ-μετρήσιμη γιατί θα πρέπει
το 𝑔−1(𝐸) να είναι στην ℬℝ και όχι στην ℒ. Αν όμως περιοριστούμε σε Borel
μετρήσιμες τότε η σύνθεση είναι μετρήσιμη.

Πρόταση 3.1.4 Η 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ είναι ℳ-μετρήσιμη ⇔ 𝑓−1((𝛼,∞)) ∈ ℳ ∀𝛼 ∈
ℝ, αν και μόνο αν 𝑓−1([𝛼,∞)) ∈ ℳ ∀𝛼 ∈ ℝ ⇔ 𝑓−1 (−∞,𝛼) ∈ ℳ ∀𝛼 ∈ ℝ
⇔ 𝑓−1((−∞,𝛼]) ∈ ℳ ∀𝛼 ∈ ℝ.

Για 𝐴 ∈ ℳ, η 𝑓|𝐴 λέγεται μετρήσιμη στο 𝐴 αν 𝑓−1(𝐸) ∩ 𝐴 ∈ ℳ για κάθε
Borel 𝐸. Ισοδύναμα η 𝑓|𝐴 είναι ℳ𝐴 μετρήσιμη, όπου ℳ𝐴 = {𝐵 ∩ 𝐴 ∶ 𝐵 ∈ ℳ}.

Αν 𝑋 ένα σύνολο και {(𝑌𝛼,𝒩𝛼)}𝛼∈𝐴 μια οικογένεια μετρήσιμων χώρων και
𝑓𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑌𝛼 είναι μια απεικόνιση ∀𝛼 ∈ 𝐴, τότε υπάρχει ελάχιστη 𝜎-άλγεβρα
στον 𝑋 ως προς την οποία όλες οι 𝑓𝛼 είναι μετρήσιμες, δηλαδή η 𝜎-άλγεβρα που
παράγεται από όλα τα 𝑓−1

𝛼 (𝐸𝛼) ∀𝐸𝛼 ∈ 𝒩𝛼, ∀𝛼 ∈ 𝐴. Αυτή η 𝜎-άλγεβρα λέγεται η
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𝜎-άλγεβρα που παράγεται από τις 𝑓𝛼. Αν𝑋 = ∏𝛼∈𝐴 𝑌𝛼 τότε η 𝜎-άλγεβρα γινόμενο
όπως τη γνωρίζουμε είναι αυτή που παράγεται από τις προβολές 𝜋𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑌𝛼.

Πρόταση 3.1.5 Έστω (𝑋,ℳ) και (𝑌𝛼,𝒩𝛼), 𝛼 ∈ 𝐴, μετρήσιμοι χώροι. 𝑌 =
∏𝛼∈𝐴 𝑌𝛼, 𝒩 = ⊗𝛼∈𝐴𝒩𝛼, 𝜋𝛼 ∶ 𝑌 → 𝑌𝛼 οι προβολές. Τότε 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 είναι
(ℳ,𝒩)-μετρήσιμη αν και μόνο αν η 𝑓𝛼 = 𝜋𝛼 ∘ 𝑓 είναι (ℳ,𝒩𝛼)-μετρήσιμη ∀𝛼.

Απόδειξη: Αν 𝑓 μετρήσιμη τότε η 𝑓𝛼 είναι μετρήσιμη ως σύνθεση μετρή-
σιμων. Αντίστροφα, αν κάθε 𝑓𝛼 είναι μετρήσιμη τότε ∀𝐸𝛼 ∈ 𝒩𝛼, έχουμε ότι
𝑓−1(𝜋−1

𝛼 (𝐸𝛼)) = 𝑓−1
𝛼 (𝐸𝛼) ∈ ℳ. Οπότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη από την Πρόταση

3.1.1 

Πόρισμα 3.1.6 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ είναι ℳ-μετρήσιμη ⇔ οι ℜ𝑓 και ℑ𝑓 είναι ℳ-
μετρήσιμες.

Απόδειξη: Αυτό προκύπτει από το ℬℂ = ℬℝ2 = ℬℝ ⊗ℬℝ. 

Πρόταση 3.1.7 Αν 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → ℂ είναι ℳ-μετρήσιμες το ίδιο ισχύει και για τις
𝑓 + 𝑔 και 𝑓𝑔.

Απόδειξη: Έστω 𝐹 ∶ 𝑋 → ℂ × ℂ, 𝜑 ∶ ℂ × ℂ → ℂ και 𝜓 ∶ ℂ × ℂ → ℂ
με 𝐹 = (𝑓, 𝑔), 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦, 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦. Αφού ℬℂ×ℂ = ℬℂ ⊗ ℬℂ η 𝐹
είναι (ℳ,ℬℂ×ℂ)-μετρήσιμη, από την Πρόταση 3.1.5. Οι 𝜑 και 𝜓 είναι (ℬℂ×ℂ, ℬℂ)-
μετρήσιμες, από το Πόρισμα 3.1.6. Επειδή 𝑓 + 𝑔 = 𝜑 ∘ 𝐹 και 𝑓𝑔 = 𝜓 ∘ 𝐹 είναι
ℳ-μετρήσιμες. 

Συχνά διευκολύνει να χρησιμοποιήσουμε το ℝ = [−∞,∞] όπου ορίζουμε
ℬℝ = {𝐸 ⊆ ℝ ∶ 𝐸 ∩ ℝ ∈ ℬℝ}. Είναι το ίδιο με το να ορίσουμε την Borel
𝜎-άλγεβρα στο ℝ με μετρική 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝐴𝑥 − 𝐴𝑦| όπου 𝐴𝑥 = arctan𝑥. Η ℬℝ
παράγεται από τις ημιευθείες (𝛼,∞] ή [−∞,𝛼), 𝛼 ∈ ℝ και η 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ είναι
ℳ-μετρήσιμη αν είναι (ℳ,ℬℝ)-μετρήσιμη.

Πρόταση 3.1.8 Αν 𝑓𝑗 ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στον (𝑋,ℳ) με
τιμές στο ℝ, τότε οι συναρτήσεις

𝑔1(𝑥) = sup
𝑗

𝑓𝑗(𝑥), 𝑔2(𝑥) = inf
𝑗
𝑓𝑗(𝑥),

𝑔3(𝑥) = lim sup
𝑗→∞

𝑓𝑗(𝑥), 𝑔4(𝑥) = lim inf
𝑗→∞

𝑓𝑗(𝑥)

είναι όλες μετρήσιμες. Αν lim𝑗→∞ 𝑓𝑗(𝑥) υπάρχει ∀𝑥 ∈ 𝑋, τότε έχουμε ότι η
𝑓(𝑥) = lim𝑗→∞ 𝑓𝑗(𝑥) είναι μετρήσιμη.

Απόδειξη: Έχουμε ότι

𝑔−1
1 ((𝛼,∞]) = ∪∞

1 𝑓−1
𝑗 ((𝛼,∞]) και 𝑔−1

2 ([−∞,𝛼)) = ∪∞
1 𝑓−1

𝑗 ([−∞,𝛼)),

οπότε οι 𝑔1 και 𝑔2 είναι μετρήσιμες. Συνεπώς είναι μετρήσιμες και οι ℎ𝑘(𝑥) =
sup𝑗>𝑘 𝑓𝑗(𝑥) άρα είναι μετρήσιμη και η 𝑔3 = inf𝑘≥1 ℎ𝑘. Ομοίως και η 𝑔4. Τέλος αν
η 𝑓(𝑥) υπάρχει ∀𝑥 ∈ 𝑋 τότε 𝑓 = 𝑔3 = 𝑔4, οπότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη. 

Πόρισμα 3.1.9 Αν 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ μετρήσιμες τότε οι max{𝑓, 𝑔} και min{𝑓, 𝑔}
είναι μετρήσιμες.
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Πόρισμα 3.1.10 Αν 𝑓𝑗 ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων με τιμές στο ℂ
και το 𝑓(𝑥) = lim𝑗→∞ 𝑓𝑗(𝑥) υπάρχει για κάθε 𝑥 τότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη.

Απόδειξη: Χωρίζουμε σε πραγματικό και φανταστικό μέρος και επανασυνθέ-
τουμε. Από το Πόρισμα 3.1.6 το συμπέρασμα έπεται. 

Δυο χρήσιμες συναρτήσεις για την 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ είναι οι
𝑓+(𝑥) = max{𝑓(𝑥), 0} ≥ 0, 𝑓−(𝑥) = max{−𝑓(𝑥), 0} ≥ 0.

Φανερά 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−. Η 𝑓 είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν οι 𝑓+ και 𝑓− είναι
μετρήσιμες.

Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ η πολική αναπαράσταση είναι η σχέση
𝑓 = (𝑠𝑔𝑛𝑓) |𝑓| όπου 𝑠𝑔𝑛(𝑧) = 𝑧/ |𝑧| , ∀𝑧 ≠ 0 και 𝑠𝑔𝑛(0) = 0.

Η 𝑓 είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν οι |𝑓| και 𝑠𝑔𝑛𝑓 είναι μετρήσιμες. (Η 𝑧 → |𝑧|
είναι συνεχής οπότε η 𝑧 → 𝑠𝑔𝑛(𝑧) είναι συνεχής στο ℂ\{0}. Άρα αν 𝑈 ⊆ ℂ
ανοιχτό, το 𝑠𝑔𝑛−1(𝑈) είναι είτε ανοιχτό είτε 𝑉 ∪ {0} με 𝑉 ανοιχτό. Σε κάθε
περίπτωση είναι Borel μετρήσιμο.)

Αν (𝑋,ℳ) μετρήσιμος χώρος και 𝐸 ⊆ 𝑋, η χαρακτηριστική συνάρτηση 𝜒𝐸
του 𝐸 (ή 1𝐸) ορίζεται ως εξής: 𝜒𝐸(𝑥) = 1 αν 𝑥 ∈ 𝐸, 𝜒𝐸(𝑥) = 0 αν 𝑥 ∈ 𝐸𝑐. Φανε-
ρά η 𝜒𝐸 είναι μετρήσιμη αν και μόνο αν 𝐸 ∈ ℳ. Μια απλή συνάρτηση στον 𝑋 είναι
ένας πεπερασμένος γραμμικός συνδυασμός με μιγαδικούς συντελέστες, χαρακτη-
ριστικών συναρτήσεων συνόλων στην ℳ. Οι απλές συναρτήσεις δεν επιτρέπεται
να έχουν τιμές ±∞. Ισοδύναμα 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ απλή αν και μόνο αν 𝑓 μετρήσιμη και
range(𝑓) πεπερασμένο υποσύνολο του ℂ. Πράγματι αν range(𝑓) = {𝑧1,… , 𝑧𝑛},
έστω 𝐸𝑗 = (𝑓−1({𝑧𝑗}) οπότε 𝑓 = ∑𝑛

1 𝑧𝑗𝜒𝐸𝑗
. Αυτή η αναπαράσταση καλείται

συνήθης αναπαράσταση της 𝑓 . Αναπαριστά την 𝑓 ως γραμμικό συνδιασμό με δια-
κεκριμμένους συντελεστές ξένων υποσυνόλων με ένωση τον 𝑋. Επίσης, αν 𝑓, 𝑔
απλές τότε οι 𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔 είναι απλές.
Θεώρημα 3.1.11 Έστω (𝑋,ℳ) μετρήσιμος χώρος.
(i) Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → [0,∞] μετρήσιμη, υπάρχει ακολουθία {𝜑𝑛} απλών συναρτή-

σεων, ώστε 0 ≤ 𝜑1 ≤ 𝜑2 ≤ ⋯ ≤ 𝑓, 𝜑𝑛 → 𝑓 κατά σημείο και 𝜑𝑛 → 𝑓
ομοιόμορφα σε κάθε σύνολο στο οποίο η 𝑓 είναι φραγμένη.

(ii) Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ μετρήσιμη, υπάρχουν {𝜑𝑛} απλές, ώστε 0 ≤ |𝜑1| ≤ |𝜑2| ≤
⋯ ≤ |𝑓|, 𝜑𝑛 → 𝑓 κατά σημείο, και 𝜑𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα σε κάθε σύνολο στο
οποίο η 𝑓 είναι φραγμένη.

Απόδειξη: (i) Αν 𝑛 ∈ ℕ και 0 ≤ 𝑘 ≤ 22𝑛 − 1, έστω
𝐸𝑘

𝑛 = 𝑓−1((𝑘2−𝑛, (𝑘 + 1)2−𝑛]) και 𝐹𝑛 = 𝑓−1((2𝑛,∞]),
και ορίζουμε

𝜑𝑛 =
22𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑘2−𝑛𝜒𝐸𝑘𝑛
+ 2𝑛𝜒𝐹𝑛

.

Ελέγχουμε τώρα ότι 𝜑𝑛 ≤ 𝜑𝑛+1 για όλα τα 𝑛: παρατηρούμε ότι

𝑓−1 ( 𝑘
2𝑛 ,

𝑘 + 1
2𝑛 ]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴

= 𝑓−1 ( 2𝑘
2𝑛+1 ,

2𝑘 + 1
2𝑛+1 ]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵

⋃𝑓−1 (2𝑘 + 1
2𝑛+1 , 2𝑘 + 2

2𝑛+1 ]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐶

.
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Όμως 𝜑𝑛|𝐴 = 𝑘/2𝑛 = 𝜑𝑛+1|𝐵 και 𝜑𝑛+1|𝐶 = (2𝑘 + 1)/2𝑛+1 > 𝑘/2𝑛 = 𝜑𝑛|𝐶 .
Οπότε 𝜑𝑛 ≤ 𝜑𝑛+1.

Έστω τώρα 𝑡 ώστε 𝑓(𝑡) ≤ 2𝑛. Τότε υπάρχει 𝑘 ώστε 𝑓(𝑡) ∈ (𝑘2−𝑛, (𝑘 + 1)2−𝑛]
για κάποιο 0 ≤ 𝑘 ≤ 22𝑛−1. Συνεπώς το 𝑡 ανήκει στο 𝑓−1(𝑘2−𝑛, (𝑘+1)2−𝑛] = 𝐸𝑘

𝑛,
οπότε 𝜑𝑛(𝑡) = 𝑘2−𝑛. Άρα 0 ≤ 𝑓(𝑡) − 𝜑𝑛(𝑡) ≤ 2−𝑛.

(ii) Αν 𝑓 = 𝑔 + 𝑖ℎ εφαρμόζουμε το (i) για τις 𝑔+, 𝑔−, ℎ+, ℎ−. 

Πρόταση 3.1.12 Αν 𝜇 πλήρες, τότε

(i) αν 𝑓 μετρήσιμη και 𝑓 = 𝑔 σv.π. τότε η 𝑔 είναι μετρήσιμη

(ii) αν 𝑓𝑛 μετρήσιμη ∀𝑛 και 𝑓𝑛 → 𝑓 σv.π. τότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη.

Αν το 𝜇 δεν είναι πλήρες τα (i) και (ii) είναι εν γένει λάθος.
Όμως αν κανείς ξεχάσει να ελέγξει την πληρότητα του 𝜇 δε θα οδηγηθεί σε

πολύ σοβαρά σφάλματα σύμφωνα με την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 3.1.13 Έστω (𝑋,ℳ,𝜇) χώρος μέτρου και (𝑋,ℳ, ̄𝜇) η πλήρωση
του. Αν 𝑓 ℳ-μετρήσιμη στον 𝑋 υπάρχει ℳ-μετρήσιμη 𝑔 ώστε 𝑓 = 𝑔 ̄𝜇-σχεδόν
παντού.

Απόδειξη: Αν 𝑓 = 𝜒𝐸 με 𝐸 ∈ ℳ είναι φανερό, οπότε προκύπτει και αν
𝑓 ℳ-μετρήσιμη απλή. Για τη γενική περίπτωση επιλέγουμε ℳ-μετρήσιμες απλές
𝜑𝑛 → 𝑓 κατά σημείο. Για κάθε 𝑛, έστω 𝜓𝑛 ℳ-μετρήσιμη απλή με 𝜓𝑛 = 𝜑𝑛 σv.π.
εκτός ενός συνόλου 𝐸𝑛 ∈ ℳ με ̄𝜇(𝐸𝑛) = 0. Έστω 𝑁 ∈ ℳ ώστε 𝜇(𝑁) = 0 και
𝑁 ⊇ ∪∞

1 𝐸𝑛 και θέτουμε 𝑔 = lim𝜓𝑛𝜒𝑁𝑐 . Τότε η 𝑔 είναι ℳ-μετρήσιμη και 𝑔 = 𝑓
στο 𝑁𝑐. 

Ασκήσεις
(i) Αν 𝑓𝑛 ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στον (𝑋,ℳ), τότε το σύνολο

{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ το lim 𝑓𝑛(𝑥) υπάρχει}, ανήκει στην ℳ.

(ii) Αν 𝑓 ∶ 𝑋 ↦ ℝ sup{±∞} =∶ ℝ και 𝑓−1((𝑟,∞]) ∈ ℳ για κάθε 𝑟 ∈ ℚ τότε η
𝑓 είναι μετρήσιμη.

(iii) Το supremum μιας υπεραριθμήσιμης οικογένειας μετρήσιμων συναρτήσεων
με τιμές στο ℝ και πεδίο ορισμού τον (𝑋,ℳ) δεν είναι απαραίτητα μετρήσιμη
συνάρτηση.

(iv) Αν η συνάρτηση 𝑓 ∶ ℝ ↦ ℝ είναι μονότονη συνάρτηση τότε είναι Borel
μετρήσιμη.

3.2 Ολοκλήρωση μη αρνητικών συναρτήσεων
Ο (𝑋,ℳ,𝜇) θα είναι χώρος μέτρου και

𝐿+ = {μετρήσιμες συναρτήσεις ∶ 𝑋 → [0,∞]}.
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Ορισμός 3.2.1 Αν 𝜑 απλή συνάρτηση ∈ 𝐿+ με συνήθη αναπαράσταση 𝜑 =
∑𝑛

1 𝛼𝑗𝜒𝐸𝑗
, με τα 𝐸𝑗 ξένα και ∪𝐸𝑗 = 𝑋. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα της 𝜑 ως προς

το μέτρο 𝜇 να είναι ο αριθμός

∫𝜑𝑑𝜇 =
𝑛
∑
1

𝛼𝑗𝜇(𝐸𝑗)

(με τη συνθήκη 0 ⋅ ∞ = 0). Παρατηρούμε ότι μπορεί να συμβεί ∫𝜑𝑑𝜇 = ∞
(π.χ. 𝜑 = 𝜒ℝ). Αν πρέπει να φαίνεται η μεταβλητή της 𝜑, γράφουμε ∫𝜑(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
(κάποιοι προτιμούν να γράφουν ∫𝜑(𝑥)𝜇(𝑑𝑥)).

Ορισμός 3.2.2 Αν 𝐴 ∈ ℳ επειδή 𝜑𝜒𝐴 = ∑𝛼𝑗𝜒𝐸𝑗∩𝐴 ορίζουμε

∫
𝐴
𝜑𝑑𝜇 = ∫𝜑𝜒𝐴𝑑𝜇.

Πρόταση 3.2.3 Αν 𝜑,𝜓 απλές στο 𝐿+ τότε

(i) Αν 𝑐 ≥ 0, ∫ 𝑐𝜑 = 𝑐 ∫𝜑.
(ii) ∫(𝜑 + 𝜓) = ∫𝜑 + ∫𝜓.
(iii) Αν 𝜑 ≤ 𝜓, τότε ∫𝜑 ≤ ∫𝜓.
(iv) Η απεικόνιση 𝐴 → ∫𝐴 𝜑 είναι μέτρο στην ℳ.

Απόδειξη: (i) Είναι τετριμμένο.

(ii) Έστω 𝜑 = ∑𝑛
1 𝛼𝑗𝜒𝐸𝑗

, 𝜓 = ∑𝑚
1 𝑏𝑘𝜒𝐹𝑘

οι συνήθεις αναπαραστάσεις των 𝜑
και 𝜓. Αφού 𝐸𝑗 = ∪𝑚

𝑘=1(𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘), 𝐹𝑘 = ∪𝑛
𝑗=1(𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘) και τα (𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘)𝑘

είναι ξένα, και τα (𝐸𝑗 ∩𝐹𝑘)𝑗 είναι ξένα, η πεπερασμένη προσθετικότητα του
𝜇 δίνει

∫𝜑+∫𝜓 = ∑
𝑗,𝑘

(𝛼𝑗 + 𝑏𝑘)𝜇(𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘) = ∫(𝜑 + 𝜓).

(iii) Αν 𝜑 ≤ 𝜓, τότε 𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘 ≠ ∅ ⇒ 𝛼𝑗 ≤ 𝑏𝑘. Οπότε

∫𝜑 = ∑
𝑗,𝑘

𝛼𝑗𝜇(𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘) ≤ ∑
𝑗,𝑘

𝑏𝑘𝜇(𝐸𝑗 ∩ 𝐹𝑘) = ∫𝜓.

(iv) Αν (𝐴𝑘)∞1 ξένα ∈ ℳ και 𝐴 = ∪∞
1 𝐴𝑘,

∫
𝐴
𝜑 = ∑

𝑗
𝛼𝑗𝜇(𝐴 ∩ 𝐸𝑗) = ∑

𝑗,𝑘
𝛼𝑗𝜇(𝐴𝑘 ∩ 𝐸𝑗) = ∑

𝑘
∫
𝐴𝑘

𝜑.



Ορισμός 3.2.4 Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ ορίζουμε

∫𝑓𝑑𝜇 = sup{∫𝜑𝑑𝜇 ∶ 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓, 𝜑 απλή }.
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Από το (iii) της Πρότασης 3.2.3 αυτός ο ορισμός δίνει την ίδια τιμή με τον
ορισμό του ολοκληρώματος απλής συνάρτησης όταν η 𝑓 είναι απλή. Επίσης, είναι
φανερό ότι αν 𝑓 ≤ 𝑔 τότε ∫𝑓 ≤ ∫𝑔 και ∫ 𝑐𝑓 = 𝑐 ∫ 𝑓 ∀𝑐 ≥ 0. Το επόμενο θεώρημα
μας επιτρέπει να υπολογίσουμε το ∫𝑓 χρησιμοποιώντας μια ακολουθία απλών που
να αυξάνει στην 𝑓 .

Θεώρημα 3.2.5 (Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης.) Αν 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+ και
𝑓𝑗 ≤ 𝑓𝑗+1 ∀𝑗 και 𝑓 = lim𝑛→∞ 𝑓𝑛 (= sup𝑛 𝑓𝑛), τότε ∫𝑓 = lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Η ακολουθία {∫ 𝑓𝑛}𝑛 είναι αύξουσα, άρα συγκλίνει στο ℝ ∪∞.
Επίσης ∫𝑓𝑛 ≤ ∫𝑓 οπότε lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛 ≤ ∫𝑓 . Για την αντίστροφη ανισότητα,
έστω 𝛼 ∈ (0, 1) και 𝜑 απλή συνάρτηση με 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓 . Θέτουμε 𝐸𝑛 = {𝑥 ∶
𝑓𝑛 ≥ 𝛼𝜑(𝑥)}. Τότε η 𝐸𝑛 είναι μια αύξουσα ακολουθία μετρήσιμων συνόλων και
∪∞
𝑛=1𝐸𝑛 = 𝑋, διότι 0 < 𝛼 < 1, 𝜑 ≤ 𝑓 και 𝑓𝑛 → 𝑓 . Έχουμε ∫𝑓𝑛 ≥ ∫𝐸𝑛

𝑓𝑛 ≥
𝛼∫𝐸𝑛

𝜑 διότι 𝑓𝑛 ≥ 𝑓𝑛𝜒𝐸𝑛
και 𝑓𝑛 ≥ 𝛼𝜑 στο 𝐸𝑛. Όμως από την Πρόταση 3.2.3 το

∫𝐴 𝜑 είναι μέτρο και αφού 𝐸𝑛 αύξουσα, έχουμε ότι ∫𝜑 = ∫∪𝐸𝑛
𝜑 = lim𝑛→∞ ∫𝐸𝑛

𝜑
(𝜇(∪𝐸𝑛) = lim𝜇(𝐸𝑛), αφού η 𝐸𝑛 είναι αύξουσα). Άρα lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛 ≥ 𝛼∫𝜑. Για
𝛼 → 1 έχουμε ότι lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛 ≥ ∫𝜑, ∀𝜑 απλή και 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓 . Παίρνοντας το
supremum πάνω από όλες τις απλές 𝜑 ≤ 𝑓 έχουμε ότι lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛 ≥ ∫𝑓 . 

Τώρα μπορούμε να αποδείξουμε τη γραμμικότητα του ολοκληρώματος.

Θεώρημα 3.2.6 Αν {𝑓𝑛} είναι πεπερασμένη ή άπειρη ακολουθία στο 𝐿+ και
𝑓 = ∑𝑛 𝑓𝑛. Τότε ∫𝑓 = ∑𝑛 ∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Για δυο συναρτήσεις 𝑓1 και 𝑓2, έστω ακολουθίες απλών {𝜑𝑗}
και{𝜓𝑗} με την {𝜑𝑗} να αυξάνει στην 𝑓1 και {𝜓𝑗} να αυξάνει στην 𝑓2. Οπότε η
{𝜑𝑗 +𝜓𝑗} αυξάνει στην 𝑓1 +𝑓2. Συνεπώς από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης,

∫(𝑓1 + 𝑓2) = lim∫(𝜑𝑗 + 𝜓𝑗) = ∫𝑓1 +∫𝑓2.

Τα όρια υπάρχουν, αφού οι {∫𝜑𝑗} και {∫𝜓𝑗} είναι αύξουσες. Από επαγωγή
∫∑𝑁

1 𝑓𝑛 = ∑𝑁
1 ∫𝑓𝑛 και για 𝑁 → ∞ από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης

έχουμε ότι ∑∞
1 ∫𝑓𝑛 = lim𝑁→∞ ∫∑𝑁

1 𝑓𝑛 = ∫∑∞
1 𝑓𝑛. 

Πρόταση 3.2.7 Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ τότε ∫𝑓 = 0 αν και μόνο αν 𝑓 = 0 σv.π.

Απόδειξη: Αν 𝑓 απλή είναι προφανές γιατί ∑𝑛
1 𝛼𝑗𝜇(𝐸𝑗) = 0 άρα είτε 𝛼𝑗 = 0

ή 𝜇(𝐸𝑗) = 0. Γενικά αν 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝑓 με 𝜑 απλή και 𝑓 = 0 σv.π. τότε 𝜑 = 0 σv.π. και
∫𝑓 = sup𝜑≤𝑓 ∫𝜑 = 0. Αντίστροφα, έστω ∫𝑓 = 0 τότε {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 0} = ∪∞

1 𝐸𝑛,
όπου 𝐸𝑛 = {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑛−1}. Οπότε αν η 𝑓 δεν είναι μηδέν σχεδόν παντού,
𝜇({𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 0}) > 0 ⇒ 𝜇(∪∞

1 𝐸𝑛) > 0. Άρα ∃𝑛0 ∈ ℕ: 𝜇(𝐸𝑛0
) > 0. Αλλά τότε

𝑓 > 𝑛−1
0 𝜒𝐸𝑛0

, άρα ∫𝑓 ≥ 𝑛−1
0 𝜇(𝐸𝑛0

) > 0, το οποίο είναι άτοπο. 

Πόρισμα 3.2.8 Αν 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+,𝑓 ∈ 𝐿+ και 𝑓𝑛 αυξάνει στην 𝑓 σv.π., τότε ∫𝑓 =
lim∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Αν 𝑓𝑛 αυξάνει στην 𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝐸 με 𝜇(𝐸𝑐) = 0 τότε 𝑓 = 𝑓𝜒𝐸 σv.π.
και 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛𝜒𝐸 σv.π., οπότε ∫𝑓 = ∫𝑓𝜒𝐸 = lim∫𝑓𝑛𝜒𝐸 = lim∫𝑓𝑛. 
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Λήμμα 3.2.9 (Fatou) Αν {𝑓𝑛} είναι μια ακολουθία στο 𝐿+, τότε

∫(lim inf 𝑓𝑛) ≤ lim inf∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Για κάθε 𝑘 έχουμε ότι inf𝑛≥𝑘 𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑗 ∀𝑗 ≥ 𝑘. Άρα ∫ inf𝑛≥𝑘 𝑓𝑛 ≤
∫𝑓𝑗 ∀𝑗 ≥ 𝑘. Άρα ∫ inf𝑛≥𝑘 𝑓𝑛 ≤ inf𝑗≥𝑘 ∫𝑓𝑗. Αφήνουμε το 𝑘 → ∞ και από το
θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε ότι

∫(lim inf 𝑓𝑛) = lim
𝑘→∞

∫( inf
𝑛≥𝑘

𝑓𝑛) ≤ lim inf∫𝑓𝑛.


Πόρισμα 3.2.10 Αν 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑓 ∈ 𝐿+ και 𝑓𝑛 → 𝑓 σv.π., τότε

∫𝑓 ≤ lim inf∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Αν 𝑓𝑛 → 𝑓 παντού τότε το λήμμα Fatou δίνει το αποτέλεσμα. Αν
𝑓𝑛 → 𝑓 σχεδόν παντού, τότε τις αλλάζουμε σε ένα μηδενικό σύνολο. 
Πρόταση 3.2.11 Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ και ∫𝑓 < ∞ τότε το {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) = ∞} είναι
μηδενικό σύνολο και το {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 0} είναι 𝜎-πεπερασμένο.

Ασκήσεις
(i) Έστω ότι 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+ και 𝑓𝑛 → 𝑓 κατά σημείο και ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 < ∞. Τότε

για κάθε 𝐸 ∈ ℳ ισχύει ∫𝐸 𝑓 = lim∫𝐸 𝑓𝑛. Αυτό δεν είναι απαραίτητα σωστό
αν ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 = ∞.

(ii) Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ ορίζουμε το μέτρο 𝜆(𝐸) = ∫𝐸 𝑓 𝑑𝜇 για κάθε 𝐸 ∈ ℳ. Τότε για
κάθε 𝑔 ∈ 𝐿+ ισχύει ∫𝑔 𝑑𝜆 = ∫𝑓𝑔 𝑑𝜇.

(iii) Αν 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+ και η 𝑓𝑛 είναι φθίνουσα ακολουθία και συγκλίνει στην 𝑓 κατά
σημείο, και αν υπάρχει 𝑘 ∈ ℕ ώστε το ∫𝑓𝑘 να είναι πεπερασμένο, τότε
∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛.

(iv) Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ και ∫𝑓 πεπερασμένο, τότε για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐸 ∈ ℳ με
𝜇(𝐸) < ∞ και ∫𝐸 𝑓 > ∫𝑓 − 𝜀.

(v) Βρείτε ακολουθία Borel μετρησίμων συναρτήσεων 𝑓𝑛 στο ℝ που να φθίνει
ομοιόμορφα στο 0 αλλά να ισχύει ∫𝑓𝑛 𝑑𝑚 = ∞ για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
Βρείτε ακολουθία Borel μετρησίμων συναρτήσεων 𝑔𝑛 στο [0, 1] που να συ-
γκλίνει στο 0 κατά σημείο αλλά να ισχύει ∫𝑔𝑛 𝑑𝑚 = 1 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

3.3 Ολοκλήρωση μιγαδικών συναρτήσεων
Για πραγματικές συναρτήσεις η επέκταση του ορισμού του ολοκληρώματος

είναι προφανής
∫𝑓 = ∫𝑓+ −∫𝑓−.

Εφόσον όμως ∫𝑓+ και ∫𝑓− ∈ ℝ. Σε αυτήν την περίπτωση λέμε ότι η 𝑓 είναι
ολοκληρώσιμη, δηλαδή αν ∫𝑓± < ∞. Επειδή 𝑓± ≤ |𝑓| ≤ 𝑓+ + 𝑓−, η 𝑓 είναι
ολοκληρώσιμη και ∫ |𝑓| < ∞.
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Πρόταση 3.3.1 Ο χώρος των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων είναι πραγματικός
διανυσματικός χώρος και το ολοκλήρωμα είναι γραμμικό συναρτησοειδές.

Απόδειξη: Ο πρώτος ισχυρισμός έπεται από το γεγονός ότι

|𝛼𝑓 + 𝑏𝑔| ≤ |𝛼| |𝑓| + |𝑏| |𝑔| .

Εύκολα, ∫𝛼𝑓 = 𝛼∫𝑓 ∀𝛼 ∈ ℝ. Αν 𝑓, 𝑔 ολοκληρώσιμες και ℎ = 𝑓 + 𝑔, τότε
ℎ+ − ℎ− = 𝑓+ − 𝑓− + 𝑔+ − 𝑔−, οπότε ℎ+ + 𝑓− + 𝑔− = ℎ− + 𝑓+ + 𝑔+. Από το
Θεώρημα 3.2.6 έχουμε ότι

∫ℎ+ +∫𝑓− +∫𝑔− = ∫ℎ− +∫𝑓+ +∫𝑔+,

οπότε ∫ℎ = ∫𝑓 + ∫𝑔. 
Αν 𝑓 μιγαδική μετρήσιμη συνάρτηση, λέμε ότι η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη αν και

μόνο αν ∫ |𝑓| < ∞. Αφού |𝑓| ≤ |ℜ𝑓|+|ℑ𝑓| ≤ 2 |𝑓|, η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη αν και
μόνο αν οι ℜ𝑓 και ℑ𝑓 είναι ολοκληρώσιμες και σε αυτήν την περίπτωση ορίζουμε

∫𝑓 = ∫ℜ𝑓 + 𝑖∫ℑ𝑓.

Πάλι ο χώρος αυτών των συναρτήσεων είναι διανυσματικός χώρος και το ολο-
κλήρωμα είναι γραμμικό συναρτησοειδές. Συμβολίζουμε αυτό το χώρο με 𝐿1(𝜇) ή
𝐿1(𝑋, 𝜇) ή 𝐿1(𝑋) ή 𝐿1.

Πρόταση 3.3.2 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1, τότε |∫ 𝑓| ≤ ∫ |𝑓|.

Απόδειξη: Αν ∫𝑓 = 0 είναι προφανές. Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ, τότε

∣∫𝑓∣ = ∣∫(𝑓+ − 𝑓−)∣ ≤ ∫𝑓+ +∫𝑓− = ∫|𝑓| .

Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ και ∫𝑓 ≠ 0, έστω 𝛼 = sgn∫𝑓 , όπου sgn𝑧 = 𝑧/ |𝑧|. Τότε

∣∫𝑓∣ = 𝛼∫𝑓 = ∫𝛼𝑓 = 𝑅𝑒∫𝛼𝑓 = ∫𝑅𝑒(𝛼𝑓) ≤ ∫ |𝑅𝑒(𝛼𝑓)|

≤ ∫ |𝛼𝑓| = ∫ |𝑓| .



Πρόταση 3.3.3 (i) Αν 𝑓 ∈ 𝐿1, τότε {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 0} είναι σv-πεπερασμένο.

(ii) Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(αʹ) ∫ |𝑓 − 𝑔| = 0,
(βʹ) ∫𝐸 𝑓 = ∫𝐸 𝑔 ∀𝐸 ∈ ℳ
(γʹ) 𝑓 = 𝑔 σv.π.
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Απόδειξη: Το (i) έπεται από την Πρόταση 3.2.11.
(α)⇒(β): Αν ∫ |𝑓 − 𝑔| = 0, τότε για κάθε 𝐸 ∈ ℳ, ισχύει

∣∫
𝐸
𝑓 −∫

𝐸
𝑔∣ ≤ ∫𝜒𝐸 |𝑓 − 𝑔| ≤ ∫ |𝑓 − 𝑔| = 0.

(β)⇒(γ): Θέτουμε 𝑢 = ℜ(𝑓 − 𝑔), 𝑣 = ℑ(𝑓 − 𝑔) και αν 𝑓 δεν είναι ίση με
την 𝑔 σχεδόν παντού, τότε τουλάχιστον μία από τις 𝑢±, 𝑣± πρέπει να είναι μη
μηδενική σε σύνολο θετικού μέτρου. Αν για παράδειγμα 𝐸 = {𝑥 ∶ 𝑢+(𝑥) > 0} και
𝑚(𝐸) > 0, τότε ℜ(∫𝐸 𝑓 −∫𝐸 𝑔) = ∫𝐸 𝑢+ > 0, αφού 𝑢− = 0 στο 𝐸, το οποίο είναι
άτοπο.

Τέλος, η συνεπαγωγή (γ)⇒(α) είναι προφανής. 
Η προηγούμενη πρόταση λέει ότι μπορούμε να ολοκληρώνουμε συναρτήσεις

χωρίς να δίνουμε σημασία σε σύνολα μέτρου μηδέν. Άρα μπορούμε να θεωρούμε
τις συναρτήσεις με τιμές στο ℝ αντί στο ℝ. Επίσης είναι βολικό να επαναορίσουμε
το 𝐿1(𝜇) να αποτελείται από κλάσεις ισοδυναμίας όπου 𝑓 ∼ 𝑔 ⇔ 𝑓 = 𝑔 σv.π.
Θεώρημα 3.3.4 (Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης) Έστω 𝑓𝑛 ∈ 𝐿1

ώστε
(i) 𝑓𝑛 → 𝑓 σv.π.
(ii) υπάρχει 𝑔 ≥ 0, 𝑔 ∈ 𝐿1 ώστε |𝑓𝑛| ≤ 𝑔 ∀𝑛 ∈ ℕ.

Τότε 𝑓 ∈ 𝐿1 και ∫𝑓 = lim𝑛→∞ ∫𝑓𝑛.
Απόδειξη: Η 𝑓 είναι μετρήσιμη (ίσως με επαναορισμό σε ένα μηδενικό σύ-

νολο) αφού είναι κατά σημείο όριο μετρήσιμων, και αφού |𝑓| ≤ 𝑔 ⇒ 𝑓 ∈ 𝐿1.
Θεωρώντας τα ℜ𝑓 και ℑ𝑓 μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι 𝑓𝑛, 𝑓 είναι πραγματι-
κές. Οπότε 𝑔 + 𝑓𝑛 ≥ 0 σv.π. και 𝑔 − 𝑓𝑛 ≥ 0 σv.π. Από το λήμμα Fatou

∫𝑔 +∫𝑓 ≤ lim inf∫(𝑔 + 𝑓𝑛) = ∫𝑔 + lim inf∫𝑓𝑛,

∫𝑔 −∫𝑓 ≤ lim inf∫(𝑔 − 𝑓𝑛) = ∫𝑔 − lim sup∫𝑓𝑛.

Άρα lim inf∫𝑓𝑛 ≥ ∫𝑓 ≥ lim sup∫𝑓𝑛 και το αποτέλεσμα έπεται. 
Θεώρημα 3.3.5 Έστω 𝑓𝑗 ακολουθία στον 𝐿1 ώστε ∑∞

1 ∫ |𝑓𝑗| < ∞. Τότε η
∑∞

1 𝑓𝑗 συγκλίνει σv.π. σε μια 𝐿1 συνάρτηση και ∫∑∞
1 𝑓𝑛 = ∑∞

1 ∫𝑓𝑛.

Απόδειξη: Από το Θεώρημα 3.2.6, ∫∑∞
1 |𝑓𝑗| = ∑∞

1 ∫ |𝑓𝑗| < ∞. Οπότε
∑∞

1 |𝑓𝑗| ∈ 𝐿1. Άρα από την Πρόταση 3.2.11, ∑∞
1 |𝑓𝑗(𝑥)| < ∞ σv.π. και άρα για

κάθε τέτοιο 𝑥 η σειρά ∑∞
1 𝑓𝑗(𝑥) συγκλίνει. Επίσης, ∣∑

𝑛
1 𝑓𝑗∣ ≤ ∑∞

1 |𝑓𝑗| ∀𝑛 ∈ ℕ,
άρα εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης στην ακολουθία μερικών
αθροισμάτων, και προκύπτει ∫∑∞

1 𝑓𝑛 = ∑∞
1 ∫𝑓𝑛. 

Θεώρημα 3.3.6 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) και 𝜀 > 0 υπάρχει ολοκληρώσιμη απλή 𝜑 =
∑𝛼𝑗𝜒𝐸𝑗

ώστε ∫ |𝑓 − 𝜑| 𝑑𝜇 < 𝜀. Οπότε οι ολοκληρώσιμες απλές είναι πυκνές
στον 𝐿1(𝜇). Αν το 𝜇 είναι ένα Lebesgue-Stieltjes μέτρο στο ℝ, τα σύνολα 𝐸𝑗
στον ορισμό της 𝜑 μπορούν να επιλεγούν να είναι πεπερασμένες ενώσεις ανοιχτών
διαστημάτων. Επιπλέον, υπάρχει συνεχής 𝑔 που μηδενίζεται έξω από ένα φραγμένο
διάστημα ώστε ∫ |𝑓 − 𝑔| 𝑑𝜇 < 𝜀.
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Απόδειξη: Έστω {𝜑𝑛} απλές όπως στο Θεώρημα 3.2.11(ii). Τότε έχουμε
ότι ∫ |𝜑𝑛 − 𝑓| < 𝜀 για μεγάλο 𝑛, από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης. Αν
𝜑𝑛 = ∑𝛼𝑗𝜒𝐸𝑗

, 𝐸𝑗 ξένα και τα 𝛼𝑗 ≠ 0, παρατηρούμε ότι 𝜇(𝐸𝑗) = |𝛼𝑗|−1 ∫𝐸𝑗
|𝜑| ≤

|𝛼𝑗|−1 ∫ |𝑓| < ∞. Επίσης, 𝜇(𝐸△𝐹) = ∫ |𝜒𝐸 − 𝜒𝐹 |, οπότε αν το 𝜇 είναι Lebesgue-
Stieltjes μέτρο στο ℝ μπορούμε να προσεγγίσουμε την 𝜒𝐸𝑗

όσο θέλουμε στην 𝐿1

μετρική με πεπερασμένα αθροίσματα 𝜒𝐼𝑘 όπου 𝐼𝑘 ανοιχτά διαστήματα (Πρότα-
ση 2.2.10). Τέλος, αν 𝐼𝑘 = (𝛼, 𝑏) μπορούμε να προσεγγίσουμε την 𝜒𝐼𝑘 στην 𝐿1

μετρική από συνεχείς συναρτήσεις που μηδενίζονται εκτός του (𝛼, 𝑏). Για παρά-
δειγμα, θέτουμε 𝑔𝑛(𝑥) = 1 για 𝑥 ∈ [𝑎 + 1/𝑛, 𝑏 − 1/𝑛], 𝑔𝑛(𝑥) = 0 για 𝑥 ∉ (𝑎, 𝑏)
και 𝑔𝑛 γραμμική στα διαστήματα [𝑎, 𝑎 + 1/𝑛] και [𝑏 − 1/𝑛, 𝑏], ώστε η 𝑔𝑛 να είναι
συνεχής. Έτσι θα ισχύει:

∣∫(𝜒(𝑎,𝑏) − 𝑔𝑛)∣ ≤ 𝜇((𝑎, 𝑎 + 1/𝑛)) + 𝜇((𝑏 − 1/𝑛, 𝑏)) ⟶ 0,

καθώς 𝑛 → ∞. 

Θεώρημα 3.3.7 Έστω 𝑓 ∶ 𝑋 × [𝛼, 𝑏] → ℂ (−∞ < 𝛼 < 𝑏 < ∞) και 𝑓(⋅, 𝑡) ∶
𝑋 → ℂ ολοκληρώσιμη ∀𝑡 ∈ [𝛼, 𝑏]. Έστω 𝐹(𝑡) = ∫𝑋 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝜇(𝑥).

(i) Έστω ότι υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇) τέτοια ώστε |𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑔(𝑥) ∀𝑥, 𝑡. Αν lim𝑡→𝑡0 𝑓(𝑥, 𝑡) =𝑓(𝑥, 𝑡0). Τότε lim𝑡→𝑡0 𝐹(𝑡) = 𝐹(𝑡0). Συγκεκριμένα, αν 𝑓(𝑥, ⋅) είναι συνε-
χής για κάθε 𝑥, τότε η 𝑓 είναι συνεχής.

(ii) Έστω ότι η 𝜕𝑓/𝜕𝑡 υπάρχει και υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇) ώστε

|(𝜕𝑓/𝜕𝑡)(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑔(𝑥)

για όλα τα 𝑥, 𝑡. Τότε η 𝐹 είναι διαφορίσιμη και

𝐹 ′(𝑡) = ∫(𝜕𝑓/𝜕𝑡)(𝑥, 𝑡) 𝑑𝜇(𝑥).

Απόδειξη: (i) Εφαρμόζουμε το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης στην
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑡𝑛) όπου 𝑡𝑛 → 𝑡0.

(ii) Παρατηρούμε ότι

𝜕𝑓
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡0) = lim

𝑛→∞
ℎ𝑛(𝑥) όπου ℎ𝑛(𝑥) =

𝑓(𝑥, 𝑡𝑛) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)
𝑡𝑛 − 𝑡0

,

για 𝑡𝑛 → 𝑡0. Έτσι η 𝜕𝑓/𝜕𝑡 είναι μετρήσιμη και από το θεώρημα μέσης τιμής,

|ℎ𝑛(𝑥)| ≤ sup
𝑡∈[𝛼,𝑏]

∣𝜕𝑓𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡)∣ ≤ 𝑔(𝑥),

οπότε το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης μπορεί να χρησιμοποιηθεί ξανά

𝐹 ′(𝑡0) = lim 𝑓(𝑡𝑛) − 𝑓(𝑡0)
𝑡𝑛 − 𝑡0

= lim∫ℎ𝑛(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = ∫ 𝜕𝑓
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝜇(𝑥).


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Θα χρησιμοποιήσουμε τον χαρακτηρισμό Darboux για το ολοκλήρωμα Riemann.
Θεώρημα 3.3.8 Έστω 𝑓 φραγμένη πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού
το [𝛼, 𝑏].
(i) Αν 𝑓 ολοκληρώσιμη κατά Riemann, τότε είναι Lebesgue μετρήσιμη και άρα

ολοκληρώσιμη αφού 𝑓 φραγμένη. Επίσης

∫
𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

[𝛼,𝑏]
𝑓(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥).

(ii) Η 𝑓 είναι Riemann ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν
𝑚({𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ∶ 𝑓 ασυνεχής στο 𝑥}) = 0.

Απόδειξη: (i) Έστω 𝑓 Riemann ολοκληρώσιμη, για κάθε διαμέριση 𝑃 έστω

𝐺𝑝 =
𝑛
∑
1

𝑀𝑗𝜒(𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 ]
και 𝑔𝑝 =

𝑛
∑
1

𝑚𝑗𝜒(𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 ]
,

και έστω 𝑆𝑝𝑓 = ∫𝐺𝑝𝑑𝑚 και 𝑠𝑝𝑓 = ∫𝑔𝑝𝑑𝑚 τα άνω και κάτω αθροίσματα αντίστοι-
χα. Υπάρχει ακολουθία διαμερίσεων 𝑃𝑘 με νόρμα διαμέρισης που τείνει στο 0, όπου
κάθε μια είναι εκλέπτυνση της άλλης (οπότε η 𝑔𝑝𝑘

είναι αύξουσα και η 𝐺𝑝𝑘
είναι

φθίνουσα) ώστε 𝑆𝑝𝑘
𝑓 → ∫𝑏

𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 και 𝑠𝑝𝑘
𝑓 → ∫𝑏

𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Έστω 𝐺 = lim𝐺𝑝𝑘και 𝑔 = lim 𝑔𝑝𝑘
. Φανερά 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ 𝐺 και από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης

∫𝐺𝑑𝑚 = ∫𝑔𝑑𝑚 = ∫𝑏
𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (αφού ∫𝐺𝑑𝑚 = ∫ lim𝐺𝑝𝑘

𝑑𝑚 = lim∫𝐺𝑝𝑘
𝑑𝑚 =

lim𝑆𝑝𝑘
𝑓 = ∫𝑏

𝛼 𝑓). Άρα ∫(𝐺 − 𝑔)𝑑𝑚 = 0 ⇒ 𝐺 = 𝑔 σv.π. ⇒ 𝐺 = 𝑓 σv.π. Άρα η
𝑓 είναι μετρήσιμη αφού είναι μετρήσιμη η 𝐺 ως όριο μετρήσιμων και το 𝑚 είναι
πλήρες μέτρο. Φανερά, ∫[𝛼,𝑏] 𝑓𝑑𝑚 = ∫𝐺𝑑𝑚 = ∫𝑏

𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

(ii) Έστω 𝐻(𝑥) = lim sup𝑦→𝑥 𝑓(𝑦), ℎ(𝑥) = lim inf𝑦→𝑥 𝑓(𝑦), δηλαδή
lim sup

𝑦→𝑥
𝑓(𝑦) = inf

𝛿>0
(sup{𝑓(𝑦) ∶ |𝑦 − 𝑥| < 𝛿})

και
lim inf
𝑦→𝑥

𝑓(𝑦) = sup
𝛿>0

(inf{𝑓(𝑦) ∶ |𝑦 − 𝑥| < 𝛿}).

Η 𝐻 = 𝐺 σv.π. και ℎ = 𝑔 σv.π., οπότε οι 𝐻, ℎ είναι Lebesgue μετρήσιμες
και

∫
[𝛼,𝑏]

𝐻𝑑𝑚 = ∫
𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥, ∫

[𝛼,𝑏]
ℎ𝑑𝑚 = ∫

𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Ισχύει ότι {𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ∶ 𝑓 ασυνεχής στο 𝑥} = {𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ∶ 𝐻(𝑥) ≠ ℎ(𝑥)}
(άσκηση). Άρα αν η 𝑓 είναι Riemann ολοκληρώσιμη, τότε

∫
[𝛼,𝑏]

𝐻𝑑𝑚 = ∫
𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

[𝛼,𝑏]
ℎ 𝑑𝑚.

Οπότε ∫[𝛼,𝑏](𝐻−ℎ)𝑑𝑚 = 0 ⇒ 𝐻 = ℎ σv.π. Άρα𝑚({𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ∶ 𝑓 ασυνεχής στο 𝑥}) =
0. Αντίστροφα, αν

𝑚({𝑥 ∈ [𝛼, 𝑏] ∶ 𝑓 ασυνεχής στο 𝑥}) = 0,
τότε ∫𝐻 = ∫ℎ, άρα η 𝑓 είναι Riemann ολοκληρώσιμη. 
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Ασκήσεις
(i) Έστω ότι ο (𝑋,ℳ,𝜇) είναι χώρος πεπερασμένου μέτρου. Έστω ότι 𝑓𝑛 ∈

𝐿1(𝜇) και 𝑓𝑛
om.⟶ 𝑓 . Δείξτε ότι αναγκαστικά θα ισχύει 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) kai

lim∫𝑓𝑛 = ∫𝑓 .
(ii) Για τον χώρο μέτρου (𝑋,ℳ,𝜇) δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑛, 𝑓 , 𝑔𝑛, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇)

ώστε 𝑓𝑛 ⟶ 𝑓 σv.π., 𝑔𝑛 ⟶ 𝑔 σv.π., |𝑓𝑛| ≤ 𝑔𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και
lim∫𝑔𝑛 = ∫𝑔. Δείξτε ότι lim∫𝑓𝑛 = ∫𝑓 .

(iii) Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚) και 𝐹(𝑥) = ∫𝑥
−∞ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 τότε η 𝐹 είναι συνεχής συνάρτηση

στο ℝ.
(iv) Αν 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑎𝑒−𝑛𝑎𝑥 − 𝑏𝑒−𝑛𝑏𝑥 όπου 0 < 𝑎 < 𝑏, τότε

∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
|𝑓𝑛(𝑥)| 𝑑𝑥 = ∞

και
∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 ≠ ∫

∞

0
(

∞
∑
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥)) 𝑑𝑥.

(v) Υπολογίστε τα όρια αιτιολογώντας τις πράξεις σας:

(αʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

0
(1 + 𝑥

𝑛)
−𝑛

sin 𝑥
𝑛 𝑑𝑥.

(βʹ) lim
𝑛→∞

∫
1

0
(1 + 𝑛𝑥2)(1 + 𝑥2)−𝑛 𝑑𝑥.

(γʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

0
𝑛 sin 𝑥

𝑛(𝑥(1 + 𝑥2))−1 𝑑𝑥.

(δʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

𝑎
𝑛(1 + 𝑛2𝑥2)−1 𝑑𝑥.

(Η απάντηση εξαρτάται από το αν 𝑎 < 0 ή 𝑎 = 0 ή 𝑎 > 0.)



Κεφάλαιο 4

Διάφοροι ορισμοί
σύγκλισης

Αν 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα, τότε 𝑓𝑛 → 𝑓 κατά σημείο και 𝑓𝑛 → 𝑓 𝜎.π., αλλά δε
συνεπάγεται ότι συγκλίνει και στον 𝐿1.

(i) 𝑓𝑛 = 𝑛−1𝜒(0,𝑛).
(ii) 𝑓𝑛 = 𝜒(𝑛,𝑛+1).
(iii) 𝑓𝑛 = 𝑛𝜒[0,1/𝑛].

(iv) 𝑓𝑛 = 𝜒[𝑗2−𝑘,(𝑗+1)2−𝑘] όπου 0 ≤ 𝑗 < 2𝑘 και 𝑛 = 𝑗 + 2𝑘.

Στα (i), (ii) και (iii) η 𝑓𝑛 → 0 ομοιόμορφα, αλλά 𝑓𝑛 ↛ 0 στον 𝐿1, αφού
∫ |𝑓𝑛| = 1 ∀𝑛. Στο (iv) 𝑓𝑛 → 0 στον 𝐿1, αφού ∫ |𝑓𝑛| = 2−𝑘 για 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1,
αλλά η 𝑓𝑛(𝑥) δε συγκλίνει ∀𝑥 ∈ [0, 1], αφού είναι μηδέν για άπειρα 𝑛 και 1 για
άπειρα 𝑛. Από την άλλη μεριά, αν 𝑓𝑛 → 𝑓 𝜎.π. και |𝑓𝑛| ≤ 𝑔, με 𝑔 ∈ 𝐿1, τότε
𝑓𝑛 → 𝑓 στον 𝐿1. Αυτό ισχύει λόγω του ότι |𝑓𝑛 − 𝑓| ≤ 2𝑗 και του θεωρήματος
κυριαρχημένης σύγκλισης.

Ορισμός 4.0.1 Έστω ότι οι 𝑓𝑛 είναι μετρήσιμες μιγαδικές συναρτήσεις στον
(𝑋,ℳ,𝜇). Λέμε ότι η ακολουθία 𝑓𝑛 είναι Cauchy ως προς το μέτρο, αν ∀𝜀 > 0,

𝜇({𝑥 ∶ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| ≥ 𝜀}) → 0 καθώς 𝑛,𝑚 → ∞,

και συγκλίνει στην 𝑓 ως προς το μέτρο αν ∀𝜀 > 0,

𝜇({𝑥 ∶ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀}) → 0 καθώς 𝑛 → ∞.

Για παράδειγμα οι ακολουθίες των (i), (iii) και (iv) παραπάνω συγκλίνουν στο
μηδέν ως προς το μέτρο, αλλά η (ii) δεν είναι Cauchy ως προς το μέτρο.

Πρόταση 4.0.2 Αν 𝑓𝑛 → 𝑓 στον 𝐿1, τότε 𝑓𝑛 → 𝑓 ως προς το μέτρο.

Απόδειξη: Έστω 𝐸𝑛,𝜀 = {𝑥 ∶ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀}. Τότε

∫|𝑓𝑛 − 𝑓| ≥ ∫
𝐸𝑛,𝜀

|𝑓𝑛 − 𝑓| ≥ 𝜀𝜇(𝐸𝑛,𝜀),
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οπότε 𝜇(𝐸𝑛,𝜀) ≤ 𝜀−1 ∫ |𝑓𝑛 − 𝑓| → 0. 
Το αντίστροφο είναι λάθος, για παράδειγμα το (i) και (iii).

Θεώρημα 4.0.3 Έστω {𝑓𝑛} Cauchy ως προς το μέτρο. Τότε υπάρχει μετρή-
σιμη 𝑓 ώστε 𝑓𝑛 → 𝑓 ως προς το μέτρο και υπακολουθία {𝑓𝑛𝑗

} της {𝑓𝑛} που
συγκλίνει στην 𝑓 𝜎.π. Επίσης, αν 𝑓𝑛 → 𝑔 ως προς το μέτρο, τότε 𝑔 = 𝑓 𝜎.π.

Απόδειξη: Μπορούμε να επιλέξουμε μια υπακολουθία {𝑔𝑗} = {𝑓𝑛𝑗
} της 𝑓𝑛

ώστε αν 𝐸𝑗 = {𝑥 ∶ ∣𝑔𝑗(𝑥) − 𝑔𝑗+1(𝑥)∣ ≥ 2−𝑗} τότε 𝜇(𝐸𝑗) ≤ 2−𝑗, αφού η {𝑓𝑛} είναι
Cauchy ως προς το μέτρο. Θέτουμε 𝐹𝑘 = ∪𝑛

𝑗=𝑘𝐸𝑗. Τότε 𝜇(𝐹𝑘) ≤ ∑∞
𝑘 2−𝑗 = 21−𝑘,

και αν 𝑥 ∉ 𝐹𝑘, για 𝑖 ≥ 𝑗 ≥ 𝑘 έχουμε

(4.1) ∣𝑔𝑗(𝑥) − 𝑔𝑖(𝑥)∣ ≤
𝑖−1
∑
𝑙=𝑗

|𝑔𝑙+1(𝑥) − 𝑔𝑙(𝑥)| ≤
𝑖−1
∑
𝑙=𝑗

2−𝑙 = 21−𝑗.

Οπότε η {𝑔𝑗} είναι κατά σημείο Cauchy στο 𝐹 𝑐
𝑘 . Έστω 𝐹 = ∩∞

1 𝐹𝑘 = lim sup𝐸𝑗.
Τότε 𝜇(𝐹) = 0, και αν θέσουμε 𝑓(𝑥) = lim 𝑔𝑗(𝑥) για 𝑥 ∉ 𝐹 και 𝑓(𝑥) = 0 για
𝑥 ∈ 𝐹 , τότε η 𝑓 είναι μετρήσιμη και 𝑔𝑗 → 𝑓 𝜎.π. Επίσης η (4.1) συνεπάγεται ότι
∣𝑔𝑗(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≤ 22−𝑗 για 𝑗 ≥ 𝑘, 𝑥 ∉ 𝐹𝑘. Αφού 𝜇(𝐹𝑘) → 0 καθώς 𝑘 → ∞, έπεται
ότι 𝑔𝑗 → 𝑓 ως προς το μέτρο. Αλλά 𝑓𝑛 → 𝑓 ως προς το μέτρο διότι

{𝑥 ∶ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀} ⊆ {𝑥 ∶ ∣𝑓𝑛(𝑥) − 𝑔𝑗(𝑥)∣ ≥ 𝜀/2}
⋃{𝑥 ∶ ∣𝑔𝑗(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≥ 𝜀/2},

και τα σύνολα δεξιά έχουν μικρό μέτρο όταν 𝑛, 𝑗 μεγάλα. Ομοίως, αν 𝑓𝑛 → 𝑔 ως
προς το μέτρο διότι

{𝑥 ∶ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≥ 𝜀} ⊆ {𝑥 ∶ |𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≥ 𝜀/2}
⋃{𝑥 ∶ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≥ 𝜀/2},

∀𝑛 , οπότε 𝜇({𝑥 ∶ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≥ 𝜀}) = 0 για κάθε 𝜀. Αφήνοντας το 𝜀 → 0 βάσει
μιας μηδενικής ακολουθίας παίρνουμε 𝑓 = 𝑔 𝜎.π. 

Πόρισμα 4.0.4 Αν 𝑓𝑛 → 𝑓 στον 𝐿1, τότε υπάρχει υπακολουθία {𝑓𝑛𝑗
} ώστε

𝑓𝑛𝑗
→ 𝑓 𝜎.π.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 4.0.2 και το Θεώρημα 4.0.3 το συμπέρασμα
έπεται. 

Αν 𝑓𝑛 → 𝑓 𝜎.π. δεν συνεπάγεται ότι 𝑓𝑛 → 𝑓 ως προς το μέτρο, όπως στο
παράδειγμα (ii).

Θεώρημα 4.0.5 (Egoroff) Έστω 𝜇(𝑋) < ∞ και 𝑓𝑛, 𝑓 μετρήσιμες μιγαδικές
συναρτήσεις στον 𝑋 ώστε 𝑓𝑛 → 𝑓 𝜎.π. Τότε ∀𝜀 > 0 υπάρχει 𝐸 ⊆ 𝑋 ώστε
𝜇(𝐸) < 𝜀 και 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα στο 𝐸𝑐.
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Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 𝑓𝑛 → 𝑓 παντού
στον 𝑋. Για 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ θέτουμε

𝐸𝑛(𝑘) =
∞
⋃
𝑚=𝑛

{𝑥 ∶ |𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝑘−1}.

Τότε για σταθερό 𝑘, τα 𝐸𝑛(𝑘) φθίνουν καθώς το 𝑛 αυξάνει, και ∩∞
𝑛=1𝐸𝑛(𝑘) = ∅,

αφού 𝑓𝑛 → 𝑓 . Έτσι αφού 𝜇(𝑋) < ∞ συμπεραίνουμε ότι 𝜇(𝐸𝑛(𝑘)) → 0 καθώς
𝑛 → ∞. Έστω 𝜀 > 0 και 𝑘 ∈ ℕ. Διαλέγουμε 𝑛𝑘 μεγάλο ώστε 𝜇(𝐸𝑛(𝑘)) < 𝜀2−𝑘

και έστω 𝐸 = ∪∞
𝑘=1𝐸𝑛𝑘

. Τότε 𝜇(𝐸) < 𝜀 και |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝑘−1 για 𝑛 > 𝑛𝑘 και
𝑥 ∉ 𝐸. ’ρα 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα στο 𝐸𝑐. 





Κεφάλαιο 5

Μέτρα γινόμενα

Αν (𝑋,ℳ,𝜇), (𝑌 ,𝒩, 𝜈) χώροι μέτρου, έχουμε ήδη ορίσει την 𝜎-άλγεβρα ℳ⊗
𝒩. Τώρα θα κατασκευάσουμε το μέτρο γινόμενο των 𝜇 και 𝜈.

Ένα ορθογώνιο είναι ένα σύνολο της μορφής 𝐴×𝐸 όπου 𝐴 ∈ ℳ και 𝐸 ∈ 𝒩.
Φανερά (𝐴×𝐸)∩(𝐵×𝐹) = (𝐴∩𝐵)×(𝐸∩𝐹) και (𝐴×𝐸)𝑐 = (𝑋×𝐸𝑐)∪(𝐴𝑐×𝐸).
Αν 𝒜 η συλλογή πεπερασμένων ξένων ενώσεων ορθογωνίων, τότε η 𝒜 είναι μια
άλγεβρα και βέβαια ℳ(𝒜) = ℳ⊗𝒩.

Ορίζουμε 𝜋(𝐴×𝐸) = 𝜇(𝐴)𝜈(𝐸) και ο ορισμός είναι καλός αν το 𝐴×𝐸 είναι
πεπερασμένη ένωση ξένων ορθογωνίων 𝐴𝑗 ×𝐸𝑗. Τότε για 𝑥 ∈ 𝑋 και 𝑦 ∈ 𝑌 ,

𝜒𝐴(𝑥)𝜒𝐸(𝑦) = 𝜒𝐴×𝐸(𝑦) = ∑𝜒𝐴𝑗×𝐸𝑗
(𝑥, 𝑦) = ∑𝜒𝐴𝑗

(𝑥)𝜒𝐸𝑗
(𝑦).

Ολοκληρώνοντας ως προς 𝑥 και μετά ως προς 𝑦, παίρνουμε ότι

𝜋(𝐴 × 𝐸) = ∑𝜋(𝐴𝑗 ×𝐸𝑗),

(0 ⋅∞ = 0). To 𝜋 είναι προμέτρο στην 𝒜, οπότε από το Θεώρημα 2.1.7 το 𝜋 ορίζει
ένα εξωτερικό μέτρο στο 𝑋 ×𝑌 που ο περιορισμός του στην ℳ⊗𝒩 είναι μέτρο
που επεκτείνει το 𝜋. Αυτό το μέτρο ονομάζεται μέτρο γινόμενο και συμβολίζεται
με 𝜇 × 𝜈.

Αν τα 𝜇 και 𝜈 είναι 𝜎-πεπερασμένα μέτρα τότε το 𝜇×𝜈 είναι 𝜎-πεπερασμένο και
από το Θεώρημα 2.1.7 είναι το μοναδικό μέτρο στηνℳ⊗𝒩, όπου (𝜇×𝜈)(𝐴×𝐸) =
𝜇(𝐴)𝜈(𝐸) ∀𝐴 × 𝐸. Ομοίως, ορίζεται το

𝜇1 ×…𝜇𝑛(𝐴1 ×…×𝐴𝑛) =
𝑛
∏
1

𝜇(𝐴𝑗).

Αν 𝐸 ⊆ 𝑋 × 𝑌 ορίζουμε για 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 την 𝑥-τομή 𝐸𝑥 και 𝑦-τομή 𝐸𝑦 του 𝐸:

𝐸𝑥 = {𝑦 ∈ 𝑌 ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸}, 𝐸𝑦 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸}.

Ομοίως, αν 𝑓 ∶ 𝑋 × 𝑌 → ℂ ορίζουμε την 𝑥-τομή 𝑓𝑥 και 𝑦-τομή 𝑓𝑦 της 𝑓 :

𝑓𝑥(𝑦) = 𝑓𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Πρόταση 5.0.1 (i) Αν 𝐸 ∈ ℳ ⊗ 𝒩, τότε 𝐸𝑥 ∈ 𝒩 ∀𝑥 ∈ 𝑋 και 𝐸𝑦 ∈ ℳ
∀𝑦 ∈ 𝑌 .
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(ii) Αν η 𝑓 είναι ℳ ⊗ 𝒩-μετρήσιμη, τότε η 𝑓𝑥 είναι 𝒩-μετρήσιμη και η 𝑓𝑦

είναι ℳ-μετρήσιμη.

Απόδειξη: (i) Έστω ℛ = {𝐸 ⊆ 𝑋×𝑌 ∶ 𝐸𝑥 ∈ 𝒩 ∀𝑥 και 𝐸𝑦 ∈ ℳ ∀𝑦}. Η ℛ
περιέχει τα ορθογώνια [(𝐴×𝐵)𝑥 = 𝐵 αν 𝑥 ∈ 𝐴 και (𝐴×𝐵)𝑥 = ∅ αν 𝑥 ∉ 𝐴]. Αφού
(∪∞

1 𝐸𝑗)𝑥 = ∪∞
1 (𝐸𝑗)𝑥 και (𝐸𝑥)𝑐 = (𝐸𝑐)𝑥 η ℛ είναι 𝜎-άλγεβρα. ’ρα ℛ ⊇ ℳ⊗𝒩.

(ii) Προκύπτει άμεσα από το (i), διότι (𝑓𝑥)−1(𝐵) = (𝑓−1(𝐵))𝑥 και (𝑓𝑦)−1(𝐵) =
(𝑓−1(𝐵))𝑦. 

Παρατήρηση 5.0.2 Ακόμα και αν τα 𝜇, 𝜈 είναι πλήρη το 𝜇×𝜈 δεν είναι σχεδόν
ποτέ πλήρες. Πράγματι, έστω 𝐴 ∈ ℳ, 𝐴 ≠ ∅, 𝜇(𝐴) = 0 και έστω 𝒩 ≠ 𝒫(𝑌 ) (για
παράδειγμα, 𝜇,𝜈 Lebesgue μέτρα στο ℝ). Αν 𝐸 ∈ 𝒫(𝑌 )\𝒩, τότε 𝐴×𝐸 ∉ ℳ⊗𝒩
λόγω της προηγούμενης πρότασης, αλλά 𝐴 × 𝐸 ⊆ 𝐴 × 𝑌 και 𝜇 × 𝜈(𝐴 × 𝑌 ) = 0
(0 ⋅ ∞ = 0).

Ορισμός 5.0.3 Η οικογένεια 𝒞 ⊆ 𝒫(𝑋) λέγεται μονότονη κλάση αν είναι κλει-
στή ως προς αύξουσες ενώσεις και φθίνουσες τομές.

Λήμμα 5.0.4 Αν 𝒜 άλγεβρα, τότε η μονότονη κλάση που παράγεται από την
𝒜 (δηλαδή η τομή όλων των μονότονων κλάσεων που την περιέχουν) είναι η
ℳ(𝒜) =∶ ℳ.

Απόδειξη: 𝒜 ⊆ 𝒞 ⊆ ℳ(𝒜). Θέλουμε να δείξουμε ότι η 𝒞 είναι 𝜎-άλγεβρα,
οπότε αφού ℳ(𝒜) η ελάχιστη που περιέχει την 𝒜, θα συμπεράνουμε ότι 𝒞 =
ℳ(𝒜). Επειδή ∪∞

1 𝐴𝑛 = ∪∞
𝑛=1(∪𝑛

𝑘=1𝐴𝑘) αύξουσα ένωση, αν δείξουμε ότι ∪𝑛
𝑘=1𝐴𝑘

∈ 𝒞, θα έχουμε ότι ∪∞
1 𝐴𝑛 ∈ 𝒞. ’ρα για να έχουμε ότι η 𝒞 είναι 𝜎-άλγεβρα, θέλουμε

να δείξουμε ότι

• ∪𝑛
1𝐴𝑘 ∈ 𝒞 ∀𝐴𝑘 ∈ 𝒞

• 𝐸\𝐹 ∈ 𝒞 ∀𝐸 ∈ 𝒞, ∀𝐹 ∈ 𝒞

• 𝑋 ∈ 𝒞

Δηλαδή, αρκεί να δείξουμε ότι η 𝒞 είναι άλγεβρα. Αν 𝑋 ∈ 𝒜 ⊆ 𝒞, τότε 𝑋 ∈ 𝒞.
Αρκεί ∀𝐸,𝐹 ∈ 𝒞 𝐸\𝐹 , 𝐹\𝐸 και 𝐹 ∩ 𝐸 ∈ 𝒞. Αν 𝐹 ∈ 𝒞 θέτουμε

𝒞(𝐹) = {𝐸 ∈ 𝒞 ∶ 𝐸\𝐹 , 𝐹\𝐸, 𝐹 ∩ 𝐸 ∈ 𝒞} ⊆ 𝒞.

Αρκεί να δείξουμε ότι 𝒞(𝐹) ⊇ 𝒞, γιατί τότε 𝒞 = 𝒞(𝐹) ∀𝐹 ∈ 𝒞, οπότε αν 𝐸 ∈ 𝒞,
𝐹 ∈ 𝒞, 𝐸 ∈ 𝒞 = 𝒞(𝐹). ’ρα 𝐸 ∈ 𝒞(𝐹), οπότε 𝐸\𝐹, 𝐹\𝐸, 𝐹 ∩ 𝐸 ∈ 𝒞. Αν δείξουμε
ότι 𝒞(𝐹) μονότονη κλάση με 𝒜 ⊆ 𝒞(𝐹), τότε η 𝒞 ως ελάχιστη μονότονη κλάση με
𝒜 ⊆ 𝒞 θα ικανοποιεί 𝒞 ⊆ 𝒞(𝐹). Είναι εύκολο να δούμε ότι η 𝒞(𝐹) είναι μονότονη
κλάση. Μένει να δειχθεί ότι 𝒜 ⊆ 𝒞(𝐹), ∀𝐹 ∈ 𝒞 ή κατευθείαν 𝒞 ⊆ 𝒞(𝐹) ∀𝐹 ∈ 𝒞.
Αν 𝐹 ∈ 𝒜 τότε 𝒜 ⊆ 𝒞(𝐹), διότι αν 𝐸 ∈ 𝒜 τότε 𝐸\𝐹, 𝐹\𝐸, 𝐹 ∩𝐸 ∈ 𝒜 αφού η 𝒜
είναι 𝜎-άλγεβρα. ’ρα 𝐸\𝐹, 𝐹\𝐸, 𝐹 ∩ 𝐸 ∈ 𝒞, αφού 𝒜 ⊆ 𝒞, οπότε από τον ορισμό
της 𝒞(𝐹) έχουμε ότι 𝐸 ∈ 𝒞(𝐹). ’ρα για 𝐹 ∈ 𝒜 έχουμε και ότι 𝒞 ⊆ 𝒞(𝐹). Έστω
ότι 𝐹 ∈ 𝒞, θα δείξουμε άμεσα ότι 𝒞 ⊆ 𝒞(𝐹). Θα δείξουμε ότι 𝒜 ⊆ 𝒞(𝐹) ∀𝐹 ∈ 𝒞.
Έστω 𝐹 ∈ 𝒞 και 𝐸 ∈ 𝒜. ’ρα 𝒞 ⊆ 𝒞(𝐸), και επειδή 𝐹 ∈ 𝒞, 𝐹 ∈ 𝒞(𝐸). Εξαιτίας
της συμμετρίας στον ορισμο του 𝒞 τότε 𝐸 ∈ 𝒞(𝐹). ’ρα 𝒜 ⊆ 𝒞(𝐹). 
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Θεώρημα 5.0.5 Έστω (𝑋,ℳ,𝜇) και (𝑌 ,𝒩, 𝜈) 𝜎-πεπερασμένοι χώροι μέτρου.
Αν 𝐸 ∈ ℳ⊗𝒩, οι συναρτήσεις 𝑥 → 𝜈(𝐸𝑥), 𝑦 → 𝜇(𝐸𝑦) είναι μετρήσιμες στον
𝑋 και 𝑌 αντίστοιχα, και

(𝜇 × 𝜈)(𝐸) = ∫𝜈(𝐸𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = ∫𝜇(𝐸𝑦)𝑑𝜈(𝑦).

Απόδειξη: Υποθέτουμε πρώτα ότι τα 𝜇 και 𝜈 είναι πεπερασμένα και έστω
𝒞 το σύνολο όλων των 𝐸 ∈ ℳ ⊗ 𝒩 για τα οποία ισχύει το συμπέρασμα. Αν
𝐸 = 𝐴 × 𝐵 τότε 𝜈(𝐸𝑥) = 𝜒𝐴(𝑥)𝜈(𝐵) και 𝜇(𝐸𝑦) = 𝜇(𝐴)𝜒𝐵(𝑦), οπότε φανερά
𝐸 ∈ 𝒞. Από την προσθετικότητα των 𝜇, 𝜈 η 𝒞 περιέχει και πεπερασμένες ξένες
ενώσεις παραλληλογράμμων. Οπότε σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα, αρκεί να
δείξουμε ότι η 𝒞 είναι μονότονη κλάση. Έστω 𝐸𝑛 ∈ 𝒞 αύξουσα και 𝐸 = ∪∞

1 𝐸𝑛.
Οι συναρτήσεις 𝑓𝑛(𝑦) = 𝜇((𝐸𝑛)𝑦) είναι μετρήσιμες και αυξάνουν κατά σημείο στην
𝑓(𝑦) = 𝜇(𝐸𝑦). ’ρα 𝑓 μετρήσιμη και από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης

∫𝜇(𝐸𝑦)𝑑𝜈(𝑦) = lim∫𝜇((𝐸𝑛)𝑦)𝑑𝜈(𝑦) = lim𝜇 × 𝜈(𝐸𝑛) = 𝜇 × 𝜈(𝐸).

Ομοίως, 𝜇 × 𝜈(𝐸) = ∫𝜈(𝐸𝑥)𝑑𝜇(𝑥), οπότε 𝐸 ∈ 𝒞. Αφού 𝜇(𝑋), 𝜇(𝑌 ) < ∞ ισχύει
και για φθίνουσες ακολουθίες {𝐸𝑛} με την ίδια απόδειξη, αλλά με χρήση του
θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης με {𝐸𝑛} φθίνουσα, 𝐸 = ∩𝐸𝑛 και 𝑦 →
𝜇(𝐸𝑦

1 ) ανήκει στον 𝐿1(𝜈) αφού 𝜇((𝐸1)𝑦) ≤ 𝜇(𝑋) < ∞ και 𝜈(𝑌 ) < ∞, άρα
το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης μπορεί να εφαρμοστεί για να δείξουμε ότι
𝐸 ∈ 𝒞.

Αν τα 𝜇 και 𝜈 είναι 𝜎-πεπερασμένα γράφουμε 𝑋×𝑌 = ∪∞
1 𝑋𝑗×𝑌𝑗 με {𝑋𝑗×𝑌𝑗}

αύξουσα και 𝜇(𝑋𝑗), 𝜈(𝑌𝑗) < ∞. ’ρα αν 𝐸 ∈ ℳ⊗𝒩, εφαρμόζεται το προηγούμενο
στο σύνολο 𝐸 ∩ (𝑋𝑗 × 𝑌𝑗) ∀𝑗, οπότε

𝜇 × 𝜈(𝐸 ∩ (𝑋𝑗 × 𝑌𝑗)) = ∫𝜒𝑋𝑗
(𝑥)𝜈(𝐸𝑥 ∩ 𝑌𝑗)𝑑𝜇(𝑥)

= ∫𝜒𝑌𝑗
(𝑦)𝜇(𝐸𝑦 ∩𝑋𝑗)𝑑𝜈(𝑦).

Πάλι από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης για 𝑗 → ∞

𝜇× 𝜈(𝐸) = ∫𝜒𝑋(𝑥)𝜈(𝐸𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = ∫𝜈(𝐸𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

= ∫𝜒𝑌 (𝑦)𝜇(𝐸𝑦)𝑑𝜈(𝑦) = ∫𝜇(𝐸𝑦)𝑑𝜈(𝑦).


Θεώρημα 5.0.6 (Fubini-Toneli) Έστω (𝑋,ℳ,𝜇) και (𝑌 ,𝒩, 𝜈) 𝜎-πεπερα-
σμένοι χώροι μέτρου. Τότε,
(i) (Toneli) Αν 𝑓 ∈ 𝐿+(𝑋×𝑌 ), τότε οι συναρτήσεις 𝑔(𝑥) = ∫𝑓𝑥𝑑𝜈 και ℎ(𝑦) =

∫𝑓𝑦𝑑𝜇 είναι στον 𝐿+(𝑋) και 𝐿+(𝑌 ) αντίστοιχα και

∫𝑓𝑑(𝜇 × 𝜈) = ∫[∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜈(𝑦)]𝑑𝜇(𝑥)(5.1)

= ∫[∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑥)]𝑑𝜈(𝑦).
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(ii) (Fubini) Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇 × 𝜈), τότε 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1(𝜈) σχεδόν για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋
και 𝑓𝑦 ∈ 𝐿1(𝜇) σχεδόν για κάθε 𝑦 ∈ 𝑌 και οι σχεδόν παντού ορισμένες
𝑔(𝑥) = ∫𝑓𝑥𝑑𝜈 και ℎ(𝑦) = ∫𝑓𝑦𝑑𝜇 είναι στον 𝐿1(𝜇) και 𝐿1(𝜈) αντίστοιχα
και ισχύει η (5.1).

Απόδειξη: Το θεώρημα Toneli για 𝑓 χαρακτηριστική συνάρτηση, προκύπτει
άμεσα από το Θεώρημα 5.0.5 και άρα ισχύει και για απλές λόγω γραμμικότητας. Αν
𝑓 ∈ 𝐿+(𝑋×𝑌 ) και {𝑓𝑛} απλές που αυξάνουν στην 𝑓 , από το θεώρημα μονότονης
σύγκλισης, οι αντίστοιχες 𝑔𝑛 και ℎ𝑛 αυξάνουν στις 𝑔 και ℎ (𝑔𝑛(𝑥) = ∫(𝑓𝑛)𝑥𝑑𝜈,
ℎ𝑛(𝑦) = ∫(𝑓𝑛)𝑦𝑑𝜇), οπότε 𝑔, ℎ μετρήσιμες και

∫𝑔𝑑𝜇 = lim∫𝑔𝑛𝑑𝜇 = lim∫𝑓𝑛𝑑(𝜇 × 𝜈) = ∫𝑓𝑑(𝜇 × 𝜈),

∫ℎ𝑑𝜈 = lim∫ℎ𝑛𝑑𝜈 = lim∫ℎ𝑛𝑑(𝜇 × 𝜈) = ∫𝑓𝑑(𝜇 × 𝜈).

Αυτά αποδεικνύουν το θεώρημα Toneli και δείχνουν ότι αν 𝑓 ∈ 𝐿+(𝑋 × 𝑌 ) και
∫𝑓𝑑(𝜇 × 𝜈) < ∞, τότε 𝑔 < ∞ 𝜎.π. και ℎ < ∞ 𝜎.π., δηλαδή 𝑓𝑥 ∈ 𝐿1(𝜈) 𝜎.π. και
𝑓𝑦 ∈ 𝐿1(𝜇) 𝜎.π. Έτσι, αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇×𝜈) το θεώρημα Fubini έπεται από εφαρμογή
των προηγούμενων στο θετικό και αρνητικό μέρος των 𝑅𝑒𝑓 και 𝐼𝑚𝑓 . 
Παρατήρηση 5.0.7 (i) Συνήθως θα παραλείπουμε τις παρενθέσεις και θα

γράφουμε

∫[∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑥)]𝑑𝜈(𝑦) = ∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑥)𝑑𝜈(𝑦)

= ∫∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇𝑑𝜈.

(ii) Η υπόθεση του 𝜎-πεπερασμένου είναι απαραίτητη.
(iii) Η υπόθεση 𝑓 ∈ 𝐿+(𝑋 × 𝑌 ) ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇 × 𝜈) είναι απαραίτητη για δύο

λόγους. Πρώτα, μπορεί οι 𝑓𝑥 και 𝑓𝑦 να είναι μετρήσιμες για όλα τα 𝑥, 𝑦, και
τα διαδοχικά ολοκληρώματα ∫∫𝑓𝑑𝜈𝑑𝜇, ∫∫𝑓𝑑𝜇𝑑𝜈 υπάρχουν και η 𝑓 να μην
είναι ℳ⊗𝒩-μετρήσιμη και τα διαδοχικά ολοκληρώματα μπορεί να μην είναι
ίσα. Επίσης, αν 𝑓 ≥ 0 μπορεί οι 𝑓𝑥 και 𝑓𝑦 να είναι μετρήσιμες ∀𝑥, 𝑦 και τα
ολοκληρώματα ∫∫𝑓𝑑𝜈𝑑𝜇, ∫∫𝑓𝑑𝜇𝑑𝜈 να υπάρχουν, ίσως και διαφορετικά,
και ∫ |𝑓| 𝑑(𝜇 × 𝜈) = ∞.

(iv) Τα θεωρήματα Fubini και Toneli χρησιμοποιούνται συχνά διαδοχικά. Πρώτα
κανείς χρησιμοποιεί το Toneli για να βεβαιωθεί ότι ∫ |𝑓| 𝑑(𝜇 × 𝜈) < ∞ και
μετά εφαρμόζει το Fubini για να πάρει ότι ∫∫𝑓𝑑𝜈𝑑𝜇 = ∫∫𝑓𝑑𝜇𝑑𝜈.

Έστω 𝑋 = 𝑌 το σύνολο των αριθμήσιμων διατακτικών αριθμών. Οπότε ∀𝑥 ∈
𝑋 το σύνολο {𝑦 ∶ 𝑦 < 𝑥} είναι αριθμήσιμο. Έστω ℳ = 𝒩 η 𝜎-άλγεβρα των
αριθμήσιμων ή συναριθμήσιμων συνόλων και 𝜇 = 𝜈 με 𝜇(𝐴) = 0, αν 𝐴 αριθμήσιμο,
και 𝜇(𝐴) = 1, αν 𝐴 υπεραριθμήσιμο. Έστω 𝐸 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑦 < 𝑥}. Τότε 𝐸𝑥 = {𝑦 ∶
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸} = {𝑦 ∶ 𝑦 < 𝑥} είναι αριθμήσιμο, άρα μετρήσιμο. Επίσης, 𝐸𝑦 = {𝑥 ∶
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸} = {𝑥 ∶ 𝑦 < 𝑥} είναι συναριθμήσιμο, άρα μετρήσιμο.

∫∫𝜒𝐸𝑑𝜇𝑑𝜈 = ∫
𝑌
[∫

𝑋
𝜒𝐸(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)]𝑑𝜈(𝑦) = ∫

𝑌
1𝑑𝜈(𝑦) = 1
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και
∫∫𝜒𝐸𝑑𝜈𝑑𝜇 = ∫

𝑋
[∫

𝑌
𝜒𝐸(𝑦)𝑑𝜈(𝑦)]𝑑𝜇(𝑥) = ∫

𝑋
0𝑑𝜇(𝑥) = 0,

άρα 𝐸 ∉ ℳ⊗𝒩. Αν δεχόμαστε την υπόθεση του συνεχούς, μπορούμε να πάρουμε
ότι 𝑋 = [0, 1] (όχι με τη συνήθη διάταξη), οπότε θα έχουμε ότι 𝐸𝑥, 𝐸𝑦 μετρήσιμα
(αριθμήσιμα και συναριθμήσιμα άρα Borel), αλλά 𝐸 ⊆ 𝑋 × 𝑋 άρα δεν είναι ℒ-
μετρήσιμο. Έστω 𝑋 = 𝑌 = ℕ, ℳ = 𝒩 = 𝒫(ℕ), 𝜇 = 𝜈 το αριθμητικό μέτρο.
Ορίζουμε 𝑓(𝑚, 𝑛) = 1 αν 𝑚 = 𝑛 και 𝑓(𝑚, 𝑛) = −1 αν 𝑚 = 𝑛+1 και 𝑓(𝑚, 𝑛) = 0
αλλιώς. ∫ |𝑓| 𝑑(𝜇 × 𝜈) = ∞ και ∫∫𝑓𝑑𝜈𝑑𝜇 ≠ ∫∫𝑓𝑑𝜇𝑑𝜈.

5.1 Το ολοκλήρωμα Lebesgue στον ℝ𝑛

Το Lebesgue μέτρο 𝑚 στον ℝ𝑛 είναι η πλήρωση του γινομένου 𝑚×…×𝑚 𝑛
φορές στην ℬℝ𝑛 = ℬℝ ⊗…⊗ ℬℝ ή ισοδύναμα η πλήρωση του 𝑚×…×𝑚 στην
ℒ⊗…⊗ℒ = ℒ𝑛. Όταν δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης θα γράφουμε απλά 𝑚.

Θεώρημα 5.1.1 Έστω 𝐸 ∈ ℒ𝑛.

(i) Ισχύει 𝑚(𝐸) = inf{𝑚(𝑈) ∶ 𝑈 ⊇ 𝐸, 𝑈 ανοιχτό} = sup{𝑚(𝐾) ∶ 𝐾 ⊆
𝐸, 𝐾 συμπαγές}.

(ii) 𝐸 = 𝐴1∪𝑁1 = 𝐴2 ∖𝑁2 όπου το 𝐴1 είναι 𝐹𝜎-σύνολο, το 𝐴2 είναι 𝐺𝛿-σύνολο
και 𝑚(𝑁1) = 𝑚(𝑁2) = 0.

(iii) Αν 𝑚(𝐸) < ∞ ∀𝜀 > 0 υπάρχει πεπερασμένη συλλογή {𝑅𝑗}𝑁1 ξένων ορθο-
γωνίων που οι πλευρές τους είναι διαστήματα ώστε 𝑚(𝐸△∪𝑁

1 𝑅𝑗) < 𝜀.

Απόδειξη: Από τον ορισμό του μέτρου γινομένου (που γίνεται μέσω εξωτε-
ρικού μέτρου όπου η αρχική άλγεβρα είναι τα ορθογώνια), αν 𝐸 ∈ ℒ𝑛 και 𝜀 > 0
υπάρχουν ξένα ορθογώνια 𝑅𝑗 ώστε 𝐸 ⊆ ∪∞

1 𝑅𝑗 και ∑∞
1 𝑚(𝑅𝑗) ≤ 𝑚(𝐸) + 𝜀.

Εφαρμόζοντας την εξωτερική κανονικότητα στο ℝ, υπάρχει ορθογώνιο με ανοι-
χτές πλευρές 𝑆𝑗, ώστε 𝑆𝑗 ⊇ 𝑅𝑗 και 𝑚(𝑆𝑗) ≤ 𝑚(𝑅𝑗) + 𝜀2−𝑗. Αν 𝑈 = ∪∞

1 𝑆𝑗, το
𝑈 είναι ανοιχτό και 𝑚(𝑈) ≤ ∑∞

1 𝑚(𝑆𝑗) ≤ 𝑚(𝐸) + 2𝜀. Αυτό αποδεικνύει την
πρώτη ισότητα του (i). Ομοίως και η δεύτερη. Αν 𝑚(𝐸) < ∞, τότε 𝑚(𝑆𝑗) < ∞
∀𝑗. Οι πλευρές του 𝑆𝑗 είναι αριθμήσιμες ενώσεις ανοιχτών διαστημάτων, οπότε
παίρνοντας κατάλληλες πεπερασμένες υποενώσεις βρίσκουμε ορθογώνια 𝑇𝑗 ⊆ 𝑆𝑗,
που είναι πεπερασμένες ενώσεις διαστημάτων ώστε 𝑚(𝑇𝑗) ≥ 𝑚(𝑆𝑗) − 2−𝑗. Αν το
𝑁 είναι αρκετά μεγάλο, έχουμε

𝑚(𝐸△
𝑁
⋃
1
𝑇𝑗) = 𝑚(𝐸 \

𝑁
⋃
1
𝑇𝑗)+𝑚(

𝑁
⋃
1
𝑇𝑗\𝐸)

≤ 𝑚(
𝑁
⋃
1
(𝑆𝑗\𝑇𝑗)) +𝑚(

∞
⋃
𝑁+1

𝑆𝑗)+𝑚(
∞
⋃
1
𝑆𝑗\𝐸)

≤ 3𝜀.

Το ∪𝑁
1 𝑇𝑗 γράφεται ως πεπερασμένη ξένη ένωση ορθογωνίων με πλευρές διαστή-

ματα. 
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Θεώρημα 5.1.2 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚) και 𝜀 > 0 υπάρχει 𝜑 = ∑𝑁
1 𝛼𝑗𝜒𝑅𝑗

όπου κάθε 𝑅𝑗
είναι γινόμενο διαστημάτων ώστε ∫ |𝑓 − 𝜑| < 𝜀 και υπάρχει συνεχής συνάρτηση
𝑔 που μηδενίζεται έξω από ένα συμπαγές ώστε ∫ |𝑓 − 𝑔| < 𝜀.

Απόδειξη: Είναι προφανής. 

Θεώρημα 5.1.3 Το μέτρο Lebesgue είναι αναλλοίωτο στις μεταφορές, δηλαδή
αν 𝐸 ∈ ℒ𝑛, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 και 𝐸 + 𝑥 = {𝑦 + 𝑥 ∶ 𝑦 ∈ 𝐸} τότε 𝐸 + 𝑥 ∈ ℒ𝑛 και
𝑚(𝐸+𝑥) = 𝑚(𝐸). Επίσης, αν 𝑓 Lebesgue μετρήσιμη και είτε 𝑓 ≥ 0 ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚),
τότε ∫𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = ∫𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Απόδειξη: Προφανές για παραλληλόγραμμο άρα και για Borel σύνολα. Τα
μηδενικά διατηρούν το μέτρο μηδέν με μεταφορά, άρα ισχύει και για ℒ𝑛 σύνολα. Για
τις συναρτήσεις χρησιμοποιούμε χαρακτηριστικές. Τέλος, για την τυχαία συνάρ-
τηση χρησιμοποιούμε την ανάλυση σε θετικό και αρνητικό μέρος του πραγματικού
και του φανταστικού μέρους. 

Ταυτίζουμε μια γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 με τον πίνακα (𝑇𝑖𝑗) =
⟨𝑇𝑒𝑗, 𝑒𝑗⟩ όπου 𝑒𝑗 η συνήθης βάση του ℝ𝑛. Τότε det (𝑇 ∘ 𝑆) = det𝑇 ⋅ det𝑆.
Συμβολίζουμε με𝐺𝐿(𝑛,ℝ) την ομάδα των αντιστρέψιμων γραμμικών απεικονίσεων
στον ℝ𝑛.

Λήμμα 5.1.4 Κάθε 𝑇 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) μπορεί να γραφτεί ως σύνθεση πεπερασμένου
πλήθους από τους παρακάτω μετασχηματισμούς:

𝑇1(𝑥1,… , 𝑥𝑗,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1,… , 𝑐𝑥𝑗,… , 𝑥𝑛)

για 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑐 ≠ 0,

𝑇2(𝑥1,… , 𝑥𝑗,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1,… , 𝑥𝑗 + 𝑐𝑥𝑘,… , 𝑥𝑛)

για 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑗, 𝑐 ≠ 0,

𝑇3(𝑥1,… , 𝑥𝑗,… , 𝑥𝑘,… , 𝑥𝑛) = (𝑥1,… , 𝑥𝑘,… , 𝑥𝑗,… , 𝑥𝑛)

για 1 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛. (Δηλαδή κάθε πίνακας με μη μηδενική ορίζουσα μπορεί να
αναχθεί με πράξεις γραμμών στον ταυτοτικό.)

Θεώρημα 5.1.5 Έστω 𝑇 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ)

(i) Αν 𝑓 Lebesgue μετρήσιμη στο ℝ𝑛, είναι μετρήσιμη και η 𝑓 ∘ 𝑇 . Αν 𝑓 ≥ 0
ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚), τότε

(5.2) ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = |det𝑇 |∫(𝑓 ∘ 𝑇 (𝑥)) 𝑑𝑥.

(ii) Αν 𝐸 ∈ ℒ𝑛, τότε 𝑇 (𝐸) ∈ ℒ𝑛 και 𝑚(𝑇(𝐸)) = |det𝑇 |𝑚(𝐸).

Απόδειξη: Αν 𝑓 Borel μετρήσιμη, το ίδιο είναι και η 𝑓 ∘ 𝑇 αφού 𝑇 συνεχής.
Αν η (5.2) ισχύει για 𝑇 και 𝑆 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) το ίδιο ισχύει και για την 𝑇 ∘ 𝑆, αφού
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∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = |det𝑇 |∫(𝑓 ∘ 𝑇 (𝑥)) 𝑑𝑥 = |det𝑇 | |det𝑆|∫(𝑓 ∘ 𝑇 ∘ 𝑆(𝑥)) 𝑑𝑥

= |det𝑇 ∘ 𝑆|∫(𝑓 ∘ (𝑇 ∘ 𝑆)(𝑥)) 𝑑𝑥.

’ρα αρκεί να δειχθεί η (5.2) για τους στοιχειώδης 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 του παραπάνω λήμμα-
τος. Για τον 𝑇3 είναι αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης, άρα από το θεώρημα Fubini-
Toneli det𝑇3 = −1. Για τους 𝑇1 και 𝑇2 ολοκληρώνουμε πρώτα ως προς 𝑥𝑗 και
χρησιμοποιούμε τις

∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = |𝑐|∫𝑓(𝑐𝑡)𝑑𝑡, ∫𝑓(𝑡 + 𝛼) = ∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

στη μία διάσταση που προέρχονται από το 𝑚(𝑟𝐸) = |𝑟|𝑚(𝐸) και 𝑚(𝐸 + 𝛼) =
𝑚(𝐸) και έχουμε ότι det𝑇2 = 1 και det𝑇1 = 𝑐. Για το (ii), 𝑇 (𝐸) ∈ ℒ𝑛 γιατί 𝑇−1

συνεχής και 𝑚(𝑇(𝐸)) = |det𝑇 |𝑚(𝐸) με χρήση της 𝑓 = 𝜒𝑇(𝐸). 
Πόρισμα 5.1.6 Το μέτρο Lebesgue είναι αναλλοίωτο στις στροφές.

Απόδειξη: Αν 𝑇 στροφή, τότε 𝑇𝑇 ∗ = 𝐼 , αλλά det𝑇 = det𝑇 ∗. ’ρα |det𝑇 | =
1. 

Αποδεικνύεται και το ακόλουθο θεώρημα
Θεώρημα 5.1.7 Έστω Ω ανοιχτό υποσύνολο του ℝ𝑛 και 𝐺 ∶ Ω → ℝ𝑛 ένας 𝐶1

διαφορομορφισμός.
(i) Αν 𝑓 Lebesgue μετρήσιμη στο 𝐺(Ω), τότε η 𝑓 ∘𝐺 είναι Lebesgue μετρήσιμη

στο Ω. Αν 𝑓 ≥ 0 ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐺(Ω),𝑚), τότε

∫
𝐺(Ω)

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
Ω
(𝑓 ∘ 𝐺)(𝑥) |det𝐷𝑥𝐺| 𝑑𝑥,

όπου 𝐷𝑥𝐺 ∶= 𝐷𝑥(𝑔1,… , 𝑔𝑛) = ( 𝜕𝑔𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥)).

(ii) Αν 𝐸 ⊆ Ω και 𝐸 ∈ ℒ𝑛, τότε 𝐺(𝐸) ∈ ℒ𝑛 και 𝑚(𝐺(𝐸)) = ∫𝐸 |det𝐷𝑥𝐺| 𝑑𝑥.
Οι σημαντικότεροι μετασχηματισμοί στον ℝ2 και στον ℝ3 είναι οι πολικές συ-

ντεταγμένες (𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃) και οι σφαιρικές συντεταγ-
μένες (𝑥 = 𝑟 sin𝜑 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜑 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑟 cos𝜑, 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟2 sin𝜑𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑).
Αντίστοιχοι τύποι υπάρχουν και σε υψηλότερες διαστάσεις αλλά είναι υπερβολι-
κά περίπλοκοι. Συνήθως αρκεί να ξέρουμε ότι μέτρο Lebesgue είναι το γινόμενο
ενός μέτρου ενός κομματιού της μοναδιαίας σφαίρας επί 𝑟𝑛−1𝑑𝑟 στο (0,∞). Θα
κατασκευάσουμε αυτό το μέτρο στη σφαίρα: 𝕊𝑛−1 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| = 1}. Αν
𝑥 ∈ ℝ𝑛\{0} θα γράφουμε 𝑟 = |𝑥| και 𝑥′ = 𝑥/ |𝑥|. Η απεικόνιση Φ(𝑥) = (𝑟, 𝑥′)
είναι συνεχής, 1−1 και επί από το ℝ𝑛\{0} → (0,∞)×𝕊𝑛−1 με συνεχή αντίστροφο
την Φ−1(𝑟, 𝑥′) = 𝑟𝑥′. Έστω 𝑚∗ το μέτρο Borel στο (0,∞) × 𝕊𝑛−1 που επάγει η
Φ από το μέτρο Lebesgue, δηλαδή 𝑚∗(𝐸) = 𝑚(Φ−1(𝐸)).
Θεώρημα 5.1.8 Υπάρχει μοναδικό μέτρο Borel 𝜎 = 𝜎𝑛−1 στην 𝕊𝑛−1 ώστε
𝑚∗ = 𝜌 × 𝜎. Αν 𝑓 Borel μετρήσιμη στον ℝ𝑛 και 𝑓 ≥ 0 ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚), τότε

(5.3) ∫
ℝ𝑛

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
∞

0
∫
𝕊𝑛−1

𝑓(𝑟, 𝑥′)𝑟𝑛−1𝑑𝜎(𝑥′)𝑑𝑟.
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Απόδειξη: Η (5.3) για 𝑓 = 𝜒𝐸 είναι ίδια με την 𝑚∗ = 𝜌×𝜎. ’ρα για τη γενική
𝑓 θα προκύψει από τη γραμμικότητα και όρια απλών. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί η
𝑚∗ = 𝜌 × 𝜎. Έστω 𝐸 Borel στο 𝕊𝑛−1 και 𝛼 > 0. Έστω

Ε𝛼 = Φ−1((0, 𝛼] × 𝐸) = {𝑟𝑥′ ∶ 0 < 𝑟 ≤ 𝛼, 𝑥 ∈ 𝐸}.

Αν η (5.3) ισχύει όταν 𝑓 = 𝜒𝐸1
θα πρέπει

𝑚(𝐸1) = ∫
0

1
∫
𝐸
𝑟𝑛−1𝑑𝜎(𝑥′)𝑑𝑟 = 𝑛−1𝜎(𝐸).

Ορίζουμε λοιπόν 𝜎(𝐸) = 𝑛𝑚(𝐸1). Επειδή η απεικόνιση 𝐸 → 𝐸1 πηγαίνει σύνολα
Borel σε σύνολα Borel, αντιμετατίθεται με ενώσεις, τομές και συμπληρώματα, είναι
φανερό ότι το 𝜎 είναι μέτρο Borel στην 𝕊𝑛−1. Επίσης, αφού 𝐸𝛼 είναι η εικόνα του
𝐸1 υπό την απεικόνιση 𝑥 → 𝛼𝑥, έπεται από το θεώρημα αλλαγής μεταβλητών, ότι
𝑚𝐸𝛼 = 𝛼𝑛𝑚(𝐸1), άρα αν 0 < 𝛼 < 𝑏,

𝑚∗((𝛼, 𝑏] × 𝐸) = 𝑚(𝐸𝑏\𝐸𝛼) = 𝑛−1(𝑏𝑛 − 𝛼𝑛)𝜎(𝐸) = 𝜎(𝐸)∫
𝑏

𝛼
𝑟𝑛−1𝑑𝑟

= 𝜌 × 𝜎((𝛼, 𝑏] × 𝐸).

Έστω 𝐸 = ℬ𝕊𝑛−1 και 𝒜𝐸 η συλλογή πεπερασμένων ξένων ενώσεων της μορφής
(𝛼, 𝑏]×𝐸. Η 𝒜𝐸 είναι άλγεβρα στο (0,∞)×𝐸 που παράγει την 𝜎-άλγεβρα ℳ𝐸 =
{𝐴×𝐸 ∶ 𝐴 ∈ ℬ(0,∞)}. Από προηγούμενο υπολογισμό έχουμε ότι 𝑚∗ = 𝜌×𝜎 στην
𝒜𝐸 και από τη μοναδικότητα επέκτασης 𝑚∗ = 𝜌 × 𝜎 στην ℳ𝐸. Αλλά ∪{ℳ𝐸 ∶
𝐸 ∈ ℬ𝕊𝑛−1} είναι τα Borel ορθογώνια του (0,∞) × 𝕊𝑛−1, οπότε πάλι από τη
μοναδικότητα της επέκτασης έχουμε ότι 𝑚∗ = 𝜌 × 𝜎 σε όλα τα σύνολα Borel. 

Πόρισμα 5.1.9 Αν η 𝑓 είναι μετρήσιμη στο ℝ𝑛 και 𝑓 ≥ 0 ή 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚) ώστε
𝑓(𝑥) = 𝑔(|𝑥|) για κάποια 𝑔 στο (0,∞), τότε

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜎(𝕊𝑛−1)∫
∞

0
𝑔(𝑟)𝑟𝑛−1𝑑𝑟.

Πόρισμα 5.1.10 Αν 𝛼 > 0 έστω 𝐵 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝛼} και 𝑓 μετρήσιμη
στον ℝ𝑛.

(i) Αν |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 |𝑥|−𝛼 στο 𝐵 για κάποιο 𝐶 > 0 και 𝛼 < 𝑛, τότε 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐵).
Αν |𝑓(𝑥)| ≥ 𝐶 |𝑥|−𝑛 στο 𝐵, τότε 𝑓 ∉ 𝐿1(𝐵).

(ii) Αν |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 |𝑥|−𝛼 στο 𝐵𝑐 για κάποιο 𝐶 > 0 και 𝛼 > 𝑛, τότε 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐵𝑐).
Αν |𝑓(𝑥)| ≥ 𝐶 |𝑥|−𝑛 στο 𝐵𝑐, τότε 𝑓 ∉ 𝐿1(𝐵𝑐).

Απόδειξη: Εφαρμόζουμε το Πόρισμα 5.1.9 στην |𝑥|−𝛼 𝜒𝐵 και στην |𝑥|−𝛼 𝜒𝐵𝑐 .


Πρόταση 5.1.11 Αν 𝛼 > 0,

∫
ℝ𝑛

exp (−𝛼 |𝑥|2)𝑑𝑥 = (𝜋𝛼)
𝑛/2

.
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Απόδειξη: Έστω 𝐼𝑛 = ∫ℝ𝑛 exp (−𝛼 |𝑥|2)𝑑𝑥. Για 𝑛 = 2, από το Πόρισμα
5.1.9 έχουμε

𝐼2 = 2𝜋∫
∞

0
𝑟𝑒−𝛼𝑟2𝑑𝑟 = −(𝜋𝛼)𝑒−𝛼𝑟2 ∣

∞

0
= 𝜋

𝛼.

Αφού exp (−𝛼 |𝑥|2)𝑑𝑥 = ∏∞
1 exp (−𝛼𝜒2

𝑗 ), από το θεώρημα Tonelli έχουμε ότι
𝐼𝑛 = (𝐼1)𝑛. 𝐼1 = (𝐼2)1/2 οπότε 𝐼𝑛 = (𝜋/𝛼)𝑛/2. 

Ορίζουμε
Γ(𝑥) = ∫

∞

0
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡(𝑥 > 0).

Έχουμε ότι Γ(1) = 1 και Γ(1/2) = √𝜋 [με την αντικατάσταση 𝑡 = 𝑠2 και χρήση
της Πρότασης 5.1.11]. Επιπλέον, Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥). Έπεται ότι για 𝑛 ∈ ℕ,

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! Γ(𝑛 + 1
2) = (𝑛 − 1

2)(𝑛 − 3
2)…(12)

√𝜋.

Πρόταση 5.1.12 𝜎(𝕊𝑛−1) = 2𝜋𝑛/2/Γ(𝑛/2).
Απόδειξη: Από το Πόρισμα 5.1.9 και την Πρόταση 5.1.11, και για 𝑡 = 𝑠2,

𝜋𝑛/2 = ∫
ℝ𝑛

𝑒−|𝑥|2𝑑𝑥 = 𝜎(𝕊𝑛−1)∫
∞

0
𝑟𝑛−1𝑒−𝑟2𝑑𝑟

= 𝜎(𝕊𝑛−1)
2 ∫

∞

0
𝑠(𝑛−2)/2𝑒−𝑠𝑑𝑠 = 𝜎(𝕊𝑛−1)

2 Γ(𝑛2).


Πόρισμα 5.1.13 Αν 𝐵𝑛 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 1} ,τότε

𝑚(𝐵𝑛) = 𝜋𝑛/2/Γ((𝑛/2) + 1).
Απόδειξη:

𝑚(𝐵𝑛) = 𝜎(𝕊𝑛−1)∫
1

0
𝑟𝑛−1𝑑𝑟 = 𝜎(𝕊𝑛−1)/𝑛

= 2𝜋𝑛/2/𝑛Γ(𝑛/2) = 𝜋𝑛/2/Γ((𝑛/2) + 1).


’σκηση: Ομοίως υπολογίζεται ο όγκος του 𝐵𝑛
𝑝 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ‖𝑥‖𝑝 ≤ 1}(0 <

𝑝 < ∞): Θέτουμε 𝐼𝑝 = ∫ℝ𝑛 exp (− ‖𝑥‖𝑝𝑝)𝑑𝑥. Από τη μια μεριά θα έχουμε

𝐼𝑝 = (∫
ℝ
exp(− |𝑡|𝑝)𝑑𝑡)

𝑛

.

Από την άλλη μεριά όμως

𝐼𝑝 = ∫
ℝ𝑛

(∫
∞

‖𝑥‖𝑝

𝑑
𝑑𝑡(− exp(−𝑡𝑝))𝑑𝑡)𝑑𝑥.

Παρατήρηση 5.1.14 Από τον τύπο Stirling για τη συνάρτηση Γ προκύπτει
εύκολα ότι 𝑐1(𝑝)𝑛−1/𝑝 ≤ vol(𝐵𝑛

𝑝 )1/𝑛 ≤ 𝑐2(𝑝)𝑛−1/𝑝, όπου 𝑐1, 𝑐2 σταθερές ως προς
𝑛. Για παράδειγμα, vol(𝐵𝑛

2 )1/𝑛 ∼ 1√𝑛 .





Κεφάλαιο 6

Προσημασμένα μέτρα,
θεώρημα Radon-Nikodym

6.1 Προσημασμένα μέτρα
Ορισμός 6.1.1 Ένα προσημασμένο μέτρο στον (𝑋,ℳ) είναι μια συνάρτηση
𝜈 ∶ ℳ → [−∞,∞] ώστε (i) 𝜈(∅) = 0, (ii) το 𝜈 δεν πετυχαίνει και τις δύο
τιμές {±∞}, και (iii) αν {𝐸𝑗} ∈ ℳ ακολουθία ξένων συνόλων, τότε 𝜈(∪∞

1 𝐸𝑗) =
∑∞

1 𝜈(𝐸𝑗) όπου η τελευταία σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα αν 𝜈(∪∞
1 𝐸𝑗) < ∞.

Κάθε μέτρο είναι προσημασμένο μέτρο. Πολλές φορές αναφερόμαστε στα μέτρα
ως ((θετικά μέτρα)). Για παράδειγμα, αν 𝜇1, 𝜇2 είναι μέτρα και ένα από αυτά είναι
πεπερασμένο, τότε το 𝜈 = 𝜇1−𝜇2 είναι προσημασμένο. Αν 𝑓 ∶ 𝑋 → [−∞,∞] είναι
μετρήσιμη συνάρτηση και τουλάχιστον ένα από τα ∫𝑓+, ∫𝑓− είναι πεπερασμένο,
τότε το 𝜈(𝐸) = ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇 είναι προσημασμένο.

Πρόταση 6.1.2 Έστω 𝜈 ένα προσημασμένο μέτρο στον (𝑋,ℳ). Αν {𝐸𝑗} είναι
μια αύξουσα ακολουθία στην ℳ, τότε

𝜈(∪∞
1 𝐸𝑗) = lim

𝑗→∞
𝜈(𝐸𝑗).

Αν {𝐸𝑗} είναι μια φθίνουσα ακολουθία στην ℳ και 𝜈(𝐸1) < ∞, τότε 𝜈(∩∞
1 𝐸𝑗) =

lim𝑗→∞ 𝜈(𝐸𝑗).

Ορισμός 6.1.3 Έστω 𝜈 ένα προσημασμένο μέτρο στον (𝑋,ℳ), ένα σύνολο
𝐸 ∈ ℳ λέγεται θετικό (αρνητικό, μηδενικό) αν και μόνο αν 𝜈(𝐹) ≥ 0 [𝜈(𝐹) ≤ 0,
𝜈(𝐹) = 0] για κάθε 𝐹 ∈ ℳ ώστε 𝐹 ⊂ 𝐸.

Στο παράδειγμα 𝜈(𝐸) = ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇, το 𝐸 είναι θετικό, αρνητικό, ή μηδέν αν και
μόνο αν 𝑓 ≥ 0, 𝑓 ≤ 0, 𝑓 = 0 𝜇-𝜎.π. στο 𝐸.

Λήμμα 6.1.4 Αν 𝑃𝑗 είναι ένα θετικό σύνολο για 𝜈 για κάθε 𝑗 ∈ ℕ, τότε το
σύνολο ∪∞

1 𝑃𝑗 είναι θετικό για 𝜈.

Απόδειξη: Έστω 𝑄𝑛 = 𝑃𝑛\∪𝑛−1
1 𝑃𝑗. Τότε 𝑄𝑛 ⊂ 𝑃𝑛, άρα το 𝑄𝑛 είναι θετικό.

Αν 𝐸 ⊂ ∪∞
1 𝑃𝑗, τότε 𝜈(𝐸) = ∑∞

1 𝜈(𝐸 ∩ 𝑄𝑛) ≥ 0. 
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Θεώρημα 6.1.5 (Ανάλυση του Hahn) Έστω 𝜈 ένα προσημασμένο μέτρο
στον (𝑋,ℳ), τότε υπάρχει θετικό σύνολο 𝑃 και αρνητικό σύνολο 𝑁 ώστε 𝑃∪𝑁 =
𝑋 και 𝑃 ∩𝑁 = ∅. Αν 𝑃 ′, 𝑁 ′ ένα άλλο τέτοιο ζευγάρι, τότε το 𝑃△𝑃 ′(= 𝑁△𝑁 ′)
είναι μηδενικό για το 𝜈.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας το 𝜈 δε δίνει ποτέ +∞ (αλλιώς
θεωρούμε το −𝜈). Πρώτα ισχυριζόμαστε ότι αν 𝜈(𝐴) > −∞, τότε ∀𝜀 > 0 υπάρχει
𝐵 ⊂ 𝐴 ώστε 𝜈(𝐵) ≥ 𝜈(𝐴) και 𝜈(𝐸) > −𝜀 ∀𝐸 ⊂ 𝐵. Αν όχι, υπάρχει 𝐸1 ⊂ 𝐴 με
𝜈(𝐸1) ≤ −𝜀. Αφού 𝜈(𝐴\𝐸1) = 𝜈(𝐴) − 𝜈(𝐸1) ≥ 𝜈(𝐴) υπάρχει 𝐸2 ⊂ 𝐴\𝐸1 ώστε
𝜈(𝐸2) ≤ −𝜀. Συνεχίζοντας μ” αυτόν τον τρόπο φτιάχνουμε μια ακολουθία {𝐸𝑗}
ξένων υποσυνόλων του 𝐴 ώστε 𝜈(𝐸𝑗) ≤ −𝜀. Αν 𝐸 = ∪∞

1 𝐸𝑗, τότε 𝜈(𝐴\𝐸) =
𝜈(𝐴) −∑∞

1 𝜈(𝐸) = +∞, το οποίο είναι άτοπο.
Τώρα ισχυριζόμαστε ότι αν 𝜈(𝐴) > −∞ υπάρχει θετικό σύνολο 𝑃 ⊂ 𝐴 με

𝜈(𝑃 ) ≥ 𝜈(𝐴). Θέτουμε 𝐴1 = 𝐴 και ορίζουμε τα 𝐴𝑛 επαγωγικά ως εξής: αν
έχουν οριστεί τα 𝐴1,… ,𝐴𝑛−1, βρίσκουμε 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛−1 ώστε 𝜈(𝐴𝑛) ≥ 𝜈(𝐴𝑛−1) και
𝜈(𝐸) ≥ −1/𝑛 ∀𝐸 ⊂ 𝐴𝑛, από τον προηγούμενο ισχυρισμό. Έστω 𝑃 = ∩∞

1 𝐴𝑛,
τότε το 𝑃 είναι θετικό από την κατασκευή και από την Πρόταση 6.1.2 έχουμε ότι
𝜈(𝑃 ) = lim 𝜈(𝐴𝑛) ≥ 𝜈(𝐴).

Έστω τώρα 𝑠 = sup{𝜈(𝐴) ∶ 𝐴 ∈ ℳ}. Υπάρχει ακολουθία {𝑃𝑛} ώστε 𝜈(𝑃𝑛) →
𝑠 και από τον δεύτερο ισχυρισμό, χωρίς βλάβη της γενικότητας, το 𝑃𝑛 είναι θετικό
για κάθε 𝑛. Έστω 𝑃 = ∪∞

1 𝑃𝑛. Τότε 𝜈(𝑃 ) = 𝑠 και το 𝑃 είναι θετικό, από την
Πρόταση 6.1.2 και από το Λήμμα 6.1.4. Επιπλέον, το 𝑁 = 𝑃 𝑐 είναι αρνητικό, γιατί
αν 𝐸 ⊂ 𝑁 και 𝜈(𝐸) > 0 θα είχαμε ότι 𝜈(𝑃 ∪ 𝐸) = 𝜈(𝑃) + 𝜈(𝐸) > 𝑠, το οποίο
είναι άτοπο.

Τέλος, αν 𝑃 ′, 𝑁 ′ άλλο ένα τέτοιο ζευγάρι έχουμε ότι 𝑃\𝑃 ′ ⊂ 𝑃 και 𝑃\𝑃 ′ ⊂
𝑁 ′, άρα έχουμε ότι το 𝑃\𝑃 ′ είναι και θετικό και αρνητικό, άρα είναι μηδενικό.
Ομοίως για το 𝑃 ′\𝑃 . 

Ορισμός 6.1.6 Δυο μέτρα 𝜇, 𝜈 λέγονται ορθογώνια αν υπάρχουν 𝐸,𝐹 ∈ ℳ
ώστε 𝐸∩𝐹 = ∅, 𝐸∪𝐹 = 𝑋, το 𝐸 είναι μηδενικό για το 𝜇 και το 𝐹 είναι μηδενικό
για το 𝜈. Γράφουμε 𝜇⊥𝜈.

Θεώρημα 6.1.7 Αν 𝜈 προσημασμένο μέτρο, υπάρχουν μοναδικά θετικά μέτρα
𝜈+ και 𝜈− ώστε 𝜈 = 𝜈+ − 𝜈− και 𝜈+⊥𝜈−.

Απόδειξη: Αν𝑋 = 𝑃∪𝑁 η ανάλυση Hahn για το 𝜈, θέτουμε 𝜈+(𝐸) = 𝜈(𝐸∩
𝑃) και 𝜈−(𝐸) = −𝜈(𝐸 ∩ 𝑁). Φανερά, 𝜈 = 𝜈+ − 𝜈− και 𝜈+⊥𝜈−. Αν 𝜈 = 𝜇+ − 𝜇−

με 𝜇+⊥𝜇−, έστω 𝐸 ∩ 𝐹 = ∅, 𝐸 ∪ 𝐹 = 𝑋 και 𝜇+(𝐹) = 𝜇−(𝐸) = 0. Τότε η
𝑋 = 𝐸 ∪ 𝐹 είναι ανάλυση Hahn για το 𝜈, οπότε το 𝑃△𝐸 είναι μηδενικό. ’ρα
∀𝐴 ∈ ℳ, 𝜇+(𝐴) = 𝜇+(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜈(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜈(𝐴 ∩ 𝑃) = 𝜈+(𝐴). Ομοίως
𝜈− = 𝜇−. 

Τα μέτρα 𝜈+ και 𝜈− λέγονται θετικό και αρνητικό μέρος του 𝜈, και το 𝜈 =
𝜈+ − 𝜈− λέγεται ανάλυση Jordan του 𝜈. Ορίζουμε την ολική κύμανση του 𝜈 να
είναι το μέτρο |𝜈| με

|𝜈| = 𝜈+ + 𝜈−.
Ορίζουμε το ολοκλήρωμα ως προς το προσημασμένο μέτρο 𝜈: θέτουμε

𝐿1(𝜈) = 𝐿1(𝜈+) ∩ 𝐿1(𝜈−),

∫𝑓𝑑𝜈 = ∫𝑓𝑑𝜈+ −∫𝑓𝑑𝜈− για 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜈).
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6.2 Το θεώρημα Lebesgue-Radon-Nikodym
Ορισμός 6.2.1 Το προσημασμένο μέτρο 𝜈 είναι απόλυτα συνεχές ως προς το
θετικό μέτρο 𝜇 αν ∀𝐸 ∈ ℳ με 𝜇(𝐸) = 0 συνεπάγεται 𝜈(𝐸) = 0. Γράφουμε
𝜈 << 𝜇. Εύκολα |𝜈| << 𝜇 αν και μόνο αν 𝜈+ << 𝜇 και 𝜈− << 𝜇.

Η απόλυτη συνέχεια είναι το «αντίθετο» της ορθογωνιότητας. Αν 𝜈 << 𝜇 και
𝜈⊥𝜇, τότε 𝜈 = 0 (διότι αν 𝐸 ∩ 𝐹 = ∅ και 𝑋 = 𝐸 ∪ 𝐹 ) και 𝜇(𝐸) = |𝜈| (𝐹) = 0.
Επειδή 𝜈 << 𝜇 έχουμε ότι |𝜈| (𝐸) = 0, άρα |𝜈| = 0 και 𝜈 = 0. Επίσης, 𝜈 << 𝜇 αν
και μόνο αν 𝜈 << |𝜇|.

Θεώρημα 6.2.2 Έστω 𝜈 πεπερασμένο προσημασμένο μέτρο και 𝜇 θετικό μέτρο
στον (𝑋,ℳ). Τότε 𝜈 << 𝜇 αν και μόνο αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε
|𝜈(𝐸)| < 𝜀 όταν 𝜇(𝐸) < 𝛿.

Απόδειξη: Αφού 𝜈 << 𝜇 έχουμε ότι |𝜈| << 𝜇 και |𝜈(𝐸)| ≤ |𝜈| (𝐸). Μπορούμε
να υποθέσουμε ότι 𝜈 = |𝜈|, δηλαδή το 𝜈 είναι θετικό. Φανερά, από την 𝜀 − 𝛿
συνθήκη έχουμε ότι 𝜈 << 𝜇. Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει 𝜀 > 0 ώστε για
κάθε 𝑛 ∈ ℕ να μπορούμε να βρούμε 𝐸𝑛 ∈ ℳ με 𝜇(𝐸𝑛) < 2−𝑛 και 𝜈(𝐸𝑛) ≥ 𝜀.
Θέτουμε 𝐹𝑘 = ∪∞

𝑘 𝐸𝑛 και 𝐹 = ∩∞
1 𝐹𝑘. Τότε 𝜇(𝐹𝑘) < 21−𝑘, οπότε 𝜇(𝐹) = 0, αλλά

𝜈(𝐹𝑘) ≥ 𝜀 και αφού το 𝜈 είναι πεπερασμένο έχουμε ότι 𝜈(𝐹) = lim 𝜈(𝐹𝑛) ≥ 𝜀.
Έτσι έχουμε οδηγηθεί σε αντίφαση. 

Το βασικό παράδειγμα απολύτως συνεχούς μέτρου είναι το 𝜈(𝐸) = ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇,
όπου η 𝑓 είναι 𝜇-ολοκληρώσιμη. Το 𝜈 είναι πεπερασμένο αν και μόνο αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇).
Για μια μιγαδική συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) το προηγούμενο θεώρημα εφαρμόζεται στα
ℜ𝑓 και ℑ𝑓 .

Πόρισμα 6.2.3 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇), για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε ∣∫𝐸 𝑓𝑑𝜇∣ < 𝜀
όταν 𝜇(𝐸) < 𝛿.

Παρατήρηση 6.2.4 Αντί για 𝜈(𝐸) = ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇 γράφουμε απλούστερα

𝑑𝜈 = 𝑓𝑑𝜇.

Λήμμα 6.2.5 Έστω 𝜈 και 𝜇 πεπερασμένα στον (𝑋,ℳ). Είτε 𝜈⊥𝜇 ή υπάρχει
𝜀 > 0 και 𝐸 ∈ ℳ ώστε 𝜇(𝐸) > 0 και 𝜈 ≥ 𝜀𝜇 στο 𝐸 (δηλαδή το 𝐸 είναι θετικό
για το 𝜈 − 𝜀𝜇).

Απόδειξη: Έστω 𝑋 = 𝑃𝑛 ∪ 𝑁𝑛 η ανάλυση Hahn για το 𝜈 − 𝑛−1𝜇. Έστω
𝑃 = ∪∞

1 𝑃𝑛 και 𝑁 = ∩∞
1 𝑁𝑛 = 𝑃 𝑐. Τότε το 𝑁 είναι αρνητικό για όλα τα 𝜈 −𝑛−1𝜇

για κάθε 𝑛, άρα 0 ≤ 𝜈(𝑁) ≤ 𝑛−1𝜇(𝑁) για κάθε 𝑛, οπότε 𝜈(𝑁) = 0. Αν 𝜇(𝑃) = 0,
τότε 𝜈⊥𝜇. Αν 𝜇(𝑃) > 0 υπάρχει 𝑛 ώστε 𝜇(𝑃𝑛) > 0 και το 𝑃𝑛 είναι θετικό σύνολο
για το 𝜈 − 𝑛−1𝜇. 

Θεώρημα 6.2.6 (Lebesgue-Radon-Nikodym) Έστω ότι το 𝜈 είναι ένα 𝜎-
πεπερασμένο προσημασμένο μέτρο και το 𝜇 ένα 𝜎-πεπερασμένο θετικό μέτρο
στον (𝑋,ℳ). Υπάρχουν μοναδικά 𝜎-πεπερασμένα προσημασμένα μέτρα 𝜆, 𝜌 στον
(𝑋,ℳ) ώστε 𝜆⊥𝜇, 𝜌 << 𝜇 και 𝜈 = 𝜆 + 𝜌. Επίσης, υπάρχει 𝜇-ολοκληρώσιμη
𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ, μοναδική εκτός από μεταβολές σε μηδενικά σύνολα, ώστε 𝑑𝜌 = 𝑓𝑑𝜇.
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Απόδειξη: Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις. Στην πρώτη υποθέτουμε ότι τα 𝜈
και 𝜇 είναι θετικά και πεπερασμένα. Έστω

ℱ = {𝑓 ∶ 𝑋 → [0,∞] ∶ ∫
𝐸
𝑓𝑑𝜇 ≤ 𝜈(𝐸) ∀𝐸 ∈ ℳ}.

Αφού 𝜈 ≥ 0, 0 ∈ ℱ, άρα ℱ ≠ ∅. Αν 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ, τότε ℎ = max{𝑓, 𝑔} ∈ ℱ, διότι αν
𝐴 = {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)}, ∀𝐸 ∈ ℳ έχουμε

∫
𝐸
ℎ𝑑𝜇 = ∫

𝐸∩𝐴
𝑓𝑑𝜇 +∫

𝐸\𝐴
𝑔𝑑𝜇 ≤ 𝜈(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜈(𝐸\𝐴) = 𝜈(𝐸).

Έστω 𝛼 = sup{∫𝑋 𝑓𝑑𝜇 ∶ 𝑓 ∈ ℱ}. Παρατηρούμε ότι 𝛼 ≤ 𝜈(𝑋) < ∞, και επιλέγου-
με μια ακολουθία {𝑓𝑛} ∈ ℱ ώστε ∫𝑋 𝑓𝑛𝑑𝜇 → 𝛼. Θέτουμε 𝑔𝑛 = max{𝑓1,… , 𝑓𝑛}
και 𝑓 = sup𝑛 𝑓𝑛. Τότε 𝑔𝑛 ∈ ℱ και αυξάνει μονότονα στην 𝑓 . Επίσης, ∫𝑔𝑛𝑑𝜇 ≥
∫𝑓𝑛𝑑𝜇. Έπεται ότι lim∫𝑔𝑛𝑑𝜇 = 𝛼 και από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έ-
χουμε ότι ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇 = lim∫𝐸 𝑔𝑛𝑑𝜇 ≤ 𝜈(𝐸), άρα 𝑓 ∈ ℱ και ∫𝑋 𝑓𝑑𝜇 = lim∫𝑋 𝑔𝑛𝑑𝜇 =
𝛼. Παρατηρούμε ότι αφού 𝑓 ∈ ℱ, 𝑓 ≥ 0 και ∫𝑓 ≤ 𝜈(𝐸) < ∞ έχουμε ότι 𝑓 < ∞
𝜎.π., άρα χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι 𝑓 ∶ 𝑋 → [0,∞). Ισχυ-
ριζόμαστε ότι το μέτρο 𝑑𝜆 = 𝑑𝜈 − 𝑓𝑑𝜇, το οποίο είναι θετικό αφού 𝑓 ∈ ℱ,
είναι ορθογώνιο στο 𝜇 [𝜆(𝐸) = 𝜈(𝐸) − ∫𝐸 𝑓𝑑𝜇 ≥ 0]. Αν όχι, από το Λήμμα
6.2.5 υπάρχει 𝐸 ∈ ℳ και 𝜀 > 0 ώστε 𝜇(𝐸) > 0 και 𝜈 ≥ 𝜀𝜇 στο 𝐸. Αλλά τότε
𝜀𝜒𝐸𝑑𝜇 ≤ 𝑑𝜆 = 𝑑𝜈 − 𝑓𝑑𝜇, άρα (𝑓 + 𝜀𝜒𝐸)𝑑𝜇 ≤ 𝑑𝜈. Οπότε 𝑓 + 𝜀𝜒𝐸 ∈ ℱ, αλλά
∫(𝑓 + 𝜀𝜒𝐸)𝑑𝜇 = 𝛼 + 𝜀𝜇(𝐸) > 𝛼, το οποίο είναι άτοπο. Για τη μοναδικότητα,
αν 𝑑𝜈 = 𝑑𝜆′ + 𝑓 ′𝑑𝜇 έχουμε ότι 𝑑𝜆 − 𝑑𝜆′ = (𝑓 − 𝑓 ′)𝑑𝜇. Αλλά 𝜆 − 𝜆′⊥𝜇, ενώ
(𝑓 −𝑓 ′)𝑑𝜇 << 𝜇. Συνεπώς, 𝑑𝜆−𝑑𝜆′ = (𝑓 −𝑓 ′)𝑑𝜇 = 0 άρα 𝜆 = 𝜆′ και 𝑓 = 𝑓 ′ 𝜎.π.

Στην δεύτερη περίπτωση υποθέτουμε ότι τα 𝜇, 𝜈 είναι 𝜎-πεπερασμένα. Υπάρχει
ακολουθία ξένων συνόλων 𝐴𝑗 ∈ ℳ ώστε 𝜇(𝐴𝑗) < ∞, 𝜈(𝐴𝑗) < ∞ για κάθε 𝑗
και 𝑋 = ∪∞

1 𝐴𝑗 (γράφουμε το 𝑋 ως ένωση ξένων σύνολων με πεπερασμένα 𝜇-
μέτρα και ως ένωση ξένων σύνολων με πεπερασμένα 𝜈-μέτρα και παίρνουμε τομές).
Ορίζουμε 𝜇𝑗(𝐸) = 𝜇(𝐸 ∩ 𝐴𝑗) και 𝜈𝑗(𝐸) = 𝜈(𝐸 ∩ 𝐴𝑗). Τότε 𝑑𝜈𝑗 = 𝑑𝜆𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝜇𝑗
όπου 𝜆𝑗(𝐴𝑐

𝑗) = 0 και 𝑓𝑗|𝐴𝑐
𝑗
= 0. Θέτω 𝜆 = ∑∞

1 𝜆𝑗 και 𝑓 = ∑∞
1 𝑓𝑗. Τότε 𝜆⊥𝜇 και

𝑑𝜈 = 𝑑𝜆 + 𝑓𝑑𝜇. Η μοναδικότητα αποδεικνύεται όπως πριν.
Τέλος, στην τρίτη περίπτωση υποθέτουμε ότι το 𝜈 είναι προσημασμένο και

εφαρμόζουμε το προηγούμενο στα 𝜈+ και 𝜈−. 
Η ανάλυση 𝜈 = 𝜆 + 𝜌 με 𝜆⊥𝜇 και 𝜌 << 𝜇 λέγεται ανάλυση Lebesgue του

𝜈 ως προς 𝜇. Το ότι αν 𝜈 << 𝜇 ⇒ ∃𝑓 ∶ 𝑑𝜈 = 𝑓𝑑𝜇 λέγεται θεώρημα Radon-
Nikodym και η 𝑓 λέγεται παράγωγος Radon-Nikodym του 𝜈 ως προς 𝜇. Γράφουμε
𝑓 = 𝑑𝜈/𝑑𝜇. Οι τύποι που ξέρουμε από τα διαφορικά είναι σωστοί, για παράδειγμα
𝑑(𝜈1 + 𝜈2)/𝑑𝜇 = 𝑑(𝜈1)/𝑑𝜇 + 𝑑(𝜈2)/𝑑𝜇. Ακολουθεί ο κανόνας αλυσίδας:

Πρόταση 6.2.7 Υποθέτουμε ότι το 𝜈 είναι 𝜎-πεπερασμένο προσημασμένο μέτρο
και 𝜇, 𝜆 𝜎-πεπερασμένα στον (𝑋,ℳ) ώστε 𝜈 << 𝜇 και 𝜇 << 𝜆.

(i) Αν 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜈), τότε 𝑔(𝑑𝜈/𝑑𝜇) ∈ 𝐿1(𝜇) και ∫𝑔𝑑𝜈 = ∫𝑔(𝑑𝜈/𝑑𝜇)𝑑𝜇.

(ii) 𝜈 << 𝜆, και (𝑑𝜈/𝑑𝜆) = (𝑑𝜈/𝑑𝜇)(𝑑𝜇/𝑑𝜆) 𝜎.π.

Απόδειξη: Θεωρώντας τα 𝜈+ και 𝜈− ξεχωριστά, υποθέτουμε ότι 𝜈 ≥ 0.
Η εξίσωση ∫𝑔𝑑𝜈 = ∫𝑔(𝑑𝜈/𝑑𝜇)𝑑𝜇 αληθεύει για την 𝑔 − 𝜒𝐸 από τον ορισμό
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του 𝑑𝜈/𝑑𝜇. Οπότε αληθεύει για απλές συναρτήσεις εξαιτίας της γραμμικότητας,
για μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις από το θεώρημα μονότονης σύγκλισης,
και για συναρτήσεις που ανήκουν στον 𝐿1(𝜈) πάλι εξαιτίας της γραμμικότητας.
Αντικαθιστώντας τα 𝜈, 𝜇 με 𝜇, 𝜆 και θέτοντας 𝑔 = 𝜒𝐸𝑑𝜈/𝑑𝜇 έχουμε

𝜈(𝐸) = ∫
𝐸

𝑑𝜈
𝑑𝜇𝑑𝜇 = ∫

𝐸

𝑑𝜈
𝑑𝜇

𝑑𝜇
𝑑𝜆𝑑𝜆

για κάθε 𝐸 ∈ ℳ, άρα (𝑑𝜈/𝑑𝜆) = (𝑑𝜈/𝑑𝜇)(𝑑𝜇/𝑑𝜆) 𝜆-𝜎.π. 

Πόρισμα 6.2.8 Αν 𝜇 << 𝜆 και 𝜆 << 𝜇, τότε 𝑑𝜆/𝑑𝜇 = (𝑑𝜇/𝑑𝜆)−1 𝜎.π.

Παρατήρηση 6.2.9 Έστω 𝜇 μέτρο Lebesgue στο ℝ και 𝜈 σημειακό μέτρο στο
0. Ξεκάθαρα 𝜇⊥𝜈. Η παράγωγος Radon-Nikodym 𝑑𝜈/𝑑𝜇 (που δεν υπάρχει) είναι
γνωστή ως 𝛿-συνάρτηση Dirac.





Κεφάλαιο 7

Διαφόριση στον ℝ𝑛

Το θεώρημα Radon-Nikodym μας δίνει τη δυνατότητα να ορίσουμε μια αφη-
ρημένη έννοια αυτή της «παραγώγου ενός προσημασμένου μέτρου» 𝜈 ως προς ένα
μέτρο 𝜇. Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την ειδική περίπτωση όπου
(𝑋,ℳ) = (ℝ𝑛, ℬℝ𝑛) και 𝜇 = 𝑚 το μέτρο Lebesgue. Εδώ μπορούμε να ορίσουμε
μια κατά σημείο παράγωγο του 𝜈 ως προς το 𝑚 με τον ακόλουθο τρόπο. Έστω
ότι 𝐵(𝑥, 𝑟) η μπάλα ακτίνας 𝑟 γύρω από το 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Θεωρούμε την ποσότητα

𝐹(𝑥) = lim
𝑟→0

𝜈((𝐵(𝑥, 𝑟))
𝑚((𝐵(𝑥, 𝑟)) ,

όταν αυτό υπάρχει. (Μάλιστα κάποιος θα μπορούσε να χρησιμοποιήσει άλλα σύ-
νολα αντί για τα 𝐵(𝑥, 𝑟), τα οποία να συρρικνώνονται στο 𝑥 με έναν φυσιολογικό
τρόπο. Θα εξετάσουμε αυτό το θέμα αργότερα.)

Αν 𝜈 << 𝑚, ώστε 𝑑𝜈 = 𝑓𝑑𝑚, τότε η ποσότητα

𝜈((𝐵(𝑥, 𝑟))
𝑚((𝐵(𝑥, 𝑟))

είναι απλά η μέση τιμή της 𝑓 στο 𝐵(𝑥, 𝑟), οπότε μπορεί κανείς να ελπίζει ότι 𝐹 = 𝑓
σv.π. Θα δούμε ότι αυτό είναι σωστό υπό την προϋπόθεση ότι το 𝜈(𝐵(𝑥, 𝑟)) είναι
πεπερασμένο για όλα τα 𝑥 και όλα τα 𝑟. Βλέποντας με αυτό τον τρόπο την 𝑓 , θα
μπορούσε κανείς να θεωρήσει τα παραπάνω ως γενίκευση του θεμελιώδους θεω-
ρήματος του απειροστικού λογισμού: η παράγωγος του αόριστου ολοκληρώματος
της 𝑓 (δηλαδή του 𝜈) είναι η 𝑓 .

Για το υπόλοιπο του κεφαλαίου, οι όροι «ολοκληρώσιμος» και «σχεδόν πα-
ντού» αναφέρονται στο μέτρο Lebesgue εκτός αν η διατύπωση μιλάει καθαρά για
κάποιο άλλο μέτρο. Ξεκινάμε με ένα τεχνικό λήμμα που έχει ανεξάρτητο ενδιαφέ-
ρον.

Λήμμα 7.0.1 Έστω ότι η 𝒞 είναι οποιαδήποτε συλλογή ανοιχτών μπαλών στο
ℝ𝑛, και έστω ότι 𝑈 = ∪𝐵∈𝒞𝐵. Αν 𝑐 < 𝑚(𝑈), τότε υπάρχουν 𝐵1, 𝐵2,… , 𝐵𝑘 ∈ 𝒞
ώστε ∑𝑘

1 𝑚(𝐵𝑗) > 3−𝑛𝑐.

Απόδειξη: Αν 𝑐 < 𝑚(𝑈), από το Θεώρημα 5.1.1 υπάρχει ένα συμπαγές σύνολο
𝐾 ⊆ 𝑈 με𝑚(𝐾) > 𝑐, και ένα πεπερασμένο πλήθος μπαλών στη 𝒞—έστω ότι αυτές
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είναι οι 𝐴1, 𝐴2,… , 𝐴𝑚—καλύπτουν το 𝐾. Έστω ότι η 𝐵1 είναι η μεγαλύτερη από
τις 𝐴𝑗 (δηλαδή ότι έχει τη μεγαλύτερη ακτίνα), έστω ότι η 𝐵2 είναι η μεγαλύτερη
από τις 𝐴𝑗 που είναι ξένες με την 𝐵1, κ.λπ. μέχρι να εξαντληθεί η οικογένεια 𝐴𝑗.
Αν η 𝐴𝑖 δεν είναι μια από τις 𝐵𝑗, υπάρχει ένα 𝑗 ώστε 𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑗 ≠ ∅ και η ακτίνα
του 𝐴𝑖 είναι το πολύ εκείνη του 𝐵𝑗. Οπότε 𝐴𝑖 ⊆ 𝐵∗

𝑗 , όπου με 𝐵∗
𝑗 συμβολίζουμε

την μπάλα που είναι ομόκεντρη με την 𝐵𝑗 και με τριπλάσια ακτίνα. Αλλά τότε
𝐾 ⊆ ∪𝑗𝐵∗

𝑗 , οπότε

𝑐 < 𝑚(𝐾) ≤ ∑
𝑗

𝑚(𝐵∗
𝑗) = 3𝑛 ∑

𝑗
𝑚(𝐵𝑗).


Μια μετρίσημη συνάρτηση 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℂ λέγεται τοπικά ολοκληρώσιμη (ως προς

το μέτρο Lebesgue) αν ∫𝐾 |𝑓| 𝑑𝑥 < ∞ για κάθε συμπαγές 𝐾 ⊆ ℝ𝑛. Συμβολίζουμε
τον χώρο τον τοπικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων με 𝐿1

loc. Αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc, 𝑥 ∈ ℝ𝑛

και 𝑟 > 0, ορίζουμε το 𝐴𝑟𝑓(𝑥) να είναι η μέση τιμή της 𝑓 στο 𝐵(𝑥, 𝑟):

𝐴𝑟𝑓(𝑥) =
1

𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.

Λήμμα 7.0.2 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc, η 𝐴𝑟𝑓(𝑥) είναι συνεχής ως προς 𝑟 για κάθε 𝑥 και

μετρήσιμη ως προς 𝑥 για κάθε 𝑟.

Απόδειξη: Από τα αποτελέσματα της Ενότητας 5.1 γνωρίζουμε ότι𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) =
𝑐𝑟𝑛 όπου 𝑐 = 𝑚(𝐵(0, 1)) και 𝑚(𝑆(𝑥, 𝑟)) = 0 όπου 𝑆(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∶ |𝑦 − 𝑥| = 𝑟}.
Από αυτό έπεται ότι 𝜒𝐵(𝑥,𝑟) → 𝜒𝐵(𝑥,𝑅) σv.π. καθώς 𝑟 → 𝑅, οπότε η συνάρτηση
∫Β(𝑥,𝑟) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 είναι συνεχής ως προς 𝑟 από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης.
Έτσι η 𝐴𝑟𝑓(𝑦) = 𝑐−1𝑟−𝑛 ∫𝐵(𝑥,𝑟) 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 είναι συνεχής ως προς το 𝑟. Επιπλέον,

𝐴𝑟𝑓(𝑦) = 𝑐−1𝑟−𝑛 ∫
ℝ𝑛

𝑔𝑟(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 όπου 𝑔𝑟 = 𝜒{(𝑥,𝑦) ∶ |𝑥−𝑦|<𝑟}.

Η 𝑔𝑟 είναι φανερά μετρήσιμη, οπότε η μετρησιμότητα της 𝐴𝑟𝑓 έπεται από το θεώ-
ρημα Fubini. 

Στη συνέχεια, αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc ορίζουμε τη μεγιστική συνάρτηση Hardy-Littlewood

𝐻𝑓 με τη σχέση

𝐻𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

𝐴𝑟|𝑓|(𝑥) = sup
𝑟>0

1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦.

Λόγω του λήμματος 7.0.2, η 𝐻𝐹 είναι μετρήσιμη αφού ο ορισμός της θα έμενε ο
ίδιος αν παίρναμε το supremum μόνο πάνω στο αριθμήσιμο ℚ ∩ (0,∞).

Θεώρημα 7.0.3 (Το Μεγιστικό Θεώρημα) Υπάρχει σταθερά 𝐶 > 0 ώ-
στε για όλες τις 𝑓 ∈ 𝐿1

loc και όλα τα 𝛼 > 0 να ισχύει

𝑚({𝑥 ∶ 𝐻𝑓(𝑥) > 𝛼}) ≤ 𝐶
𝛼 ∫ |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥.
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Απόδειξη: Θέτουμε 𝐸𝛼 = {𝑥 ∶ 𝐻𝑓(𝑥) > 𝛼}. Για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸𝛼 μπορούμε να
επιλέξουμε 𝑟𝑥 > 0 ώστε 𝐴𝑟𝑥 |𝑓|(𝑥) > 𝛼. Οι μπάλες 𝐵(𝑥, 𝑟𝑥) καλύπτουν το 𝐸𝛼,
οπότε από το Λήμμα 7.0.1, αν 𝑐 < 𝑚(𝐸𝛼) υπάρχουν 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝛼 ώστε οι
μπάλες 𝐵𝑗 = 𝐵(𝑥, 𝑟𝑥𝑗

να είναι ξένες και ∑𝑘
1 𝑚(𝐵𝑗) > 3−𝑛𝑐. Αλλά τότε,

𝑐 < 3𝑛
𝑘

∑
1

𝑚(𝐵𝑗) ≤
3𝑛
𝛼

𝑘
∑
1

∫
𝐵𝑗

|𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦 ≤ 3𝑛
𝛼 ∫

ℝ𝑛
|𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦.

Αφήνοντας το 𝑐 → 𝑚(𝐸𝛼) φτάνουμε στο αποτέλεσμα. 
Με αυτό το εργαλείο στα χέρια μας, μπορούμε να αποδείξουμε τρεις εκδόσεις

του θεμελιώδους θεωρήματος του απειροστικού λογισμού, η μία ισχυρότερη από
την άλλη.

Θεώρημα 7.0.4 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc, τότε lim𝑟→0 𝐴𝑟𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) σχεδόν για κάθε

𝑥 ∈ ℝ𝑛.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι για 𝑁 ∈ ℕ, 𝐴𝑟𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑥) σχεδόν για κάθε
𝑥 με |𝑥| ≤ 𝑁 . Αλλά για |𝑥| ≤ 𝑁 και 𝑟 ≤ 1 οι τιμές της 𝐴𝑟𝑓(𝑥) εξαρτώνται μόνο
από τις τιμές της 𝑓(𝑦) για |𝑦| ≤ 𝑁+1, οπότε αντικαθιστώντας την 𝑓 με 𝑓𝜒𝐵(𝑁+1,0)
μπορούμε να υποθέσουμε ότι 𝑓 ∈ 𝐿1.Αν 𝜖 > 0, από το Θεώρημα 5.1.2 μπορούμε
να βρούμε μια συνεχή συνάρτηση 𝑔 ώστε ∫ |𝑔(𝑦)− 𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦 < 𝜖. Η συνέχεια της 𝑔
συνεπάγεται ότι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 και 𝛿 > 0 υπάρχει 𝑟 > 0 ώστε |𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥)| < 𝛿
όποτε |𝑦 − 𝑥| < 𝑟, και άρα

∣𝐴𝑟𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥)∣ = 1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∣∫𝐵(𝑥,𝑟)

(𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑦∣ < 𝛿.

Οπότε, 𝐴𝑟𝑔(𝑥) → 𝑔(𝑥) καθώς 𝑟 → 0 για κάθε 𝑥, οπότε

lim sup
𝑟→0

∣𝐴𝑟𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣

= lim sup
𝑟→0

∣𝐴𝑟(𝑓 − 𝑔)(𝑥) + (𝐴𝑟𝑔 − 𝑔)(𝑥) + (𝑔 − 𝑓)(𝑥)∣

≤ 𝐻(𝑓 − 𝑔)(𝑥) + |𝑓 − 𝑔|(𝑥).

Έτσι αν
𝐸𝛼 = {𝑥 ∶ lim sup

𝑟→0
∣𝐴𝑟𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ > 𝛼}

και
𝐹𝛼 = {𝑥 ∶ |𝑓 − 𝑔|(𝑥) > 𝛼},

έχουμε
𝐸𝛼 ⊆ 𝐹𝛼/2 ∪ {𝑥 ∶ 𝐻(𝑓 − 𝑔)(𝑥) > 𝛼/2}.

Αλλά 𝛼𝑚(𝐹𝛼) ≤ ∫𝐹𝛼
|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥 < 𝜖, οπότε από το μεγιστικό θεώρημα,

𝑚(𝐸𝛼) ≤
2𝜖
𝛼 + 2𝐶𝜖

𝛼 .

Επειδή το 𝜖 ήταν τυχαίο, 𝑚(𝐸𝛼) = 0 για όλα τα 𝛼 > 0, ολοκληρώνοντας την
απόδειξη. 
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Αυτό το θεώρημα μπορεί να διατυπωθεί και ως εξής: αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc, τότε

lim
𝑟→0

1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)) 𝑑𝑦 = 0,

σχεδόν για όλα τα 𝑥. Μάλιστα είναι αληθές κάτι ισχυρότερο: κανείς μπορεί να
βάλει απόλυτες τιμές μέσα στο παραπάνω ολοκλήρωμα και πάλι να παρει σχεδόν
παντού σύγκλιση στο μηδέν. Δηλαδή, αν ορίσουμε το σύνολο Lebesgue 𝐿𝑓 της 𝑓
να είναι το

𝐿𝑓 = {𝑥 ∶ lim
𝑟→0

1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

∣𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)∣ 𝑑𝑦 = 0} ,

τότε έχουμε το ακόλουθο:

Θεώρημα 7.0.5 Αν 𝑓 ∈ 𝐿1
loc, τότε 𝑚((𝐿𝑓)𝑐) = 0.

Απόδειξη: Για κάθε 𝑐 ∈ ℂ μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 7.0.4 στη
συνάρτηση 𝑔𝑐(𝑥) = |𝑓(𝑥)−𝑐| οπότε θα έχουμε ότι, εκτός από ένα μηδενικό σύνολο
𝐸𝑐,

lim
𝑟→0

1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦) − 𝑐| 𝑑𝑦 = |𝑓(𝑥) − 𝑐|.

Έστω ότι το 𝑅 είναι ένα αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο του ℂ, και θέτουμε 𝐸 =
∪𝑐∈𝑅𝐸𝑐. Τότε 𝑚(𝐸) = 0, και αν 𝑥 ∉ 𝐸, για κάθε 𝜖 > 0 μπορούμε να διαλέξουμε
𝑐 ∈ 𝑅 με |𝑓(𝑥) − 𝑐| < 𝜖, ώστε |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| < |𝑓(𝑦) − 𝑐| + 𝜖, και άρα

lim sup
𝑟→0

1
𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

∣𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)∣ 𝑑𝑦 ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑐| + 𝜖 < 2𝜖.

Αφού το 𝜖 ήταν τυχαίο, ολοκληρώσαμε την απόδειξη. 
Τέλος, θεωρούμε οικογένειες συνόλων γενικότερες από τις μπάλες. Για μια

οικογένεια {𝐸𝑟}𝑟>0 Borel συνόλων στον ℝ𝑛 λέμε ότι συρρικνώνεται ομαλά στο
𝑥 ∈ ℝ𝑛 αν (α) 𝐸𝑟 ⊆ 𝐵(𝑥, 𝑟) για κάθε 𝑟, και (β) υπάρχει σταθερά 𝛼 > 0, ανεξάρτητη
του 𝑟, ώστε 𝜇(𝐸𝑟) ≥ 𝛼𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)). Τα σύνολα 𝐸𝑟 δεν περιέχουν απαραίτητα το
ίδιο το 𝑥. Για παράδειγμα, αν 𝑈 είναι οποιοδήποτε σύνολο Borel υποσύνολο του
𝐵(0, 1) ώστε 𝑚(𝑈) > 0, και 𝐸𝑟 = {𝑥 + 𝑟𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑈}, τότε η 𝐸𝑟 συρρικνώνεται
ομαλά στο 𝑥. Η τελευταία μορφή του θεωρήματος διαφόρισης είναι η ακόλουθη.

Θεώρημα 7.0.6 (Διαφόρισης του Lebesgue) Έστω ότι 𝑓 ∈ 𝐿1
loc. Για κά-

θε 𝑥 στο σύνολο Lebesgue της 𝑓—συγκεκριμμένα, σχεδόν για κάθε 𝑥—έχουμε

lim
𝑟→0

1
𝑚(𝐸𝑟)

∫
𝐸𝑟

∣𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)∣ 𝑑𝑦 = 0

και
lim
𝑟→0

1
𝑚(𝐸𝑟)

∫
𝐸𝑟

𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)

για κάθε οικογένεια {𝐸𝑟}𝑟>0 που συρρικνώνεται ομαλά στο 𝑥.
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Απόδειξη:
Για κάθε 𝛼 > 0 έχουμε

1
𝑚(𝐸𝑟)

∫
𝐸𝑟

∣𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)∣ 𝑑𝑦 ≤ 1
𝑚(𝐸𝑟)

∫
𝐵(𝑥,𝑟)

∣𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)∣ 𝑑𝑦

≤ 1
𝛼𝑚(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∫𝐵(𝑥,𝑟)

∣𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)∣ 𝑑𝑦.

Άρα η πρώτη εξίσωση έπεται από το Θεώρημα 7.0.5, και η δεύτερη έπεται άμεσα
από την πρώτη. 

Επιστρέφουμε στην μελέτη των μέτρων στον ℝ𝑛. Ένα μέτρο Borel 𝜈 στον ℝ𝑛

θα λέγεται κανονικό αν (α) 𝜈(𝐾) < ∞ για κάθε συμπαγές 𝐾, και (β) 𝜈(𝐸) =
inf{𝜈(𝑈) ∶ 𝑈 ανοιχτό, 𝐸 ⊆ 𝑈} για κάθε σύνολο Borel 𝐸. (Στην πραγματικό-
τητα η συνθήκη (β) μπορεί να αποδειχθεί από την (α), αλλά προς το παρόν την
διατυπώνουμε ως υπόθεση). Παρατηρούμε ότι από την (α), κάθε κανονικό μέτρο
είναι 𝜎-πεπερασμένο. Ένα προσημασμένο μέτρο Borel 𝜈 θα λέγεται κανονικό αν
𝜈+ και 𝜈− είναι κανονικά.
Θεώρημα 7.0.7 Έστω ότι το 𝜈 είναι ένα κανονικό προσημασμένο μέτρο Borel
στον ℝ𝑛, και έστω ότι 𝑑𝜈 = 𝑑𝜆+𝑓𝑑𝜇 η αναπαράσταση Lebesgue-Radon-Nikodym.
(Οπότε 𝜆 ⟂ 𝜇 και 𝑓 ∈ 𝐿1

loc.) Τότε για σχεδόν κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 (ως προς το μέτρο
𝜇), ισχύει

lim
𝑟→0

𝜈(𝐸𝑟)
𝜇(𝐸𝑟)

= 𝑓(𝑥)

για κάθε οικογένεια {𝐸𝑟} που συρρικνώνεται ομαλά στο 𝑥.

Απόδειξη: Δεν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι το μέτρο 𝑓𝑑𝜇 είναι
κανονικό και έτσι είναι και το 𝜆. Λόγω του Θεωρήματος 7.0.6 αρκεί να δείξουμε
ότι αν το 𝜆 είναι κανονικό και 𝜆 ⟂ 𝜇, τότε 𝜇-σχεδόν για κάθε 𝑥, 𝜆(𝐸𝑟)/𝜇(𝐸𝑟) → 0
καθώς 𝑟 → 0 όταν τα 𝐸𝑟 συρρικνώνονται ομαλά στο 𝑥. Επίσης αρκεί να πάρουμε
𝐸𝑟 = 𝐵(𝑥, 𝑟) και να υποθέσουμε ότι το 𝜆 είναι θετικό, αφού για κατάλληλο 𝛼 > 0
έχουμε

∣𝜆(𝐸𝑟)
𝜇(𝐸𝑟)

∣ ≤ |𝜆|(𝐸𝑟)
𝜇(𝐸𝑟)

≤ |𝜆|(𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇(𝐸𝑟)

≤ |𝜆|(𝐵(𝑥, 𝑟))
𝛼𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) .

Υποθέτωντας ότι 𝜆 ≥ 0, έστω ότι το 𝐴 είναι ένα σύνολο Borel που ικανοποιεί την
𝜆(𝐴) = 𝜇(𝐴𝑐) = 0, και έστω ότι

𝐹𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ lim sup
𝑟→0

𝜆(𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) > 1

𝑘} .

Θα δείξουμε ότι 𝜇(𝐹𝑘) = 0 για κάθε 𝑘, και αυτό θα ολοκληρώσει την απόδειξη.
Το επιχείρημα είναι παρόμοιο με την απόδειξη του μεγιστικού θεωρήματος.

Από την κανονικότητα του 𝜆, δοθέντος 𝜖 > 0 υπάρχει ανοιχτό σύνολο 𝑈𝜖 ⊇ 𝐴
ώστε 𝜆(𝑈𝜖) < 𝜖. Κάθε 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 είναι κέντρο μιας μπάλας 𝐵𝑥 ⊆ 𝑈𝜖 ώστε 𝜆(𝐵𝑥) >
𝑘−1𝜇(𝐵𝑥). Από το Λήμμα 7.0.2 αν 𝑉𝜖 = ∪𝑥∈𝐹𝑘

𝐵𝑥 και 𝑐 < 𝜇(𝑉𝜖) υπάρχει 𝑥1,… , 𝑥𝑁
ώστε τα 𝐵𝑥1

,… ,𝐵𝑥𝑁
να είναι ξένα και

𝑐 < 3𝑛
𝑁
∑
𝑗=1

𝜇(𝐵𝑥𝑗
) ≤ 3𝑛𝑘

𝑁
∑
𝑗=1

𝜆(𝐵𝑥𝑗
) ≤ 3𝑛𝑘𝜆(𝑉𝜖) ≤ 3𝑛𝑘𝜆(𝑈𝜖) ≤ 3𝑛𝑘𝜖.

Συμπεραίνουμε ότι 𝜇(𝑉𝜖) ≤ 3𝑛𝑘𝜖, και αφού 𝐹𝑘 ⊆ 𝑉𝜖 και το 𝜖 ήταν τυχαίο, 𝜇(𝐹𝑘) =
0. 





Κεφάλαιο 8

Στοιχεία θεωρίας
πιθανοτήτων

Η θεωρία πιθανοτήτων αναπτύσσεται σε ένα χώρο μέτρου (𝑋,ℳ,𝜇) όπου
𝜇(𝑋) = 1. Ένας τέτοιος χώρος μέτρου ονομάζεται χώρος μέτρου πιθανότητας και
το μέτρο 𝜇 μέτρο πιθανότητας. Παρόλα αυτά δεν είναι σωστό να συμπεράνει κανείς
ότι η θεωρία πιθανοτήτων είναι υποκλάδος της θεωρίας μέτρου, αφού οι κεντρικές
ιδέες και οι τεχνικές είναι ξεχωριστές και ιδιαίτερες από αυτές της θεωρίας μέτρου.

8.1 Βασικές έννοιες
Η θεωρία πιθανοτήτων έχει τη δική της ορολογία η οποία αναπτύχθηκε πριν

τη θεωρία μέτρου. Για αυτό θα χρησιμοποιούμε τη δική της ορολογία.
Θεωρία Μέτρου Θεωρία πιθανοτήτων

Χώρος μέτρου με ολικό μέτρο 1.
Συμβολισμός: (𝑋,ℳ,𝜇)

Δειγματικός χώρος ή χώρος
πιθανότητας. Συμβολισμός:
(Ω,ℬ, ℙ)

(𝜎)-άλγεβρα (𝜎)-δακτύλιος
Μετρήσιμο σύνολο Ενδεχόμενο

Μετρήσιμη πραγματική συνάρτηση.
Τυπικό σύμβολο: 𝑓

Τυχαία μεταβλητή. Τυπικό σύμβολο
𝑋

Ολοκλήρωμα της 𝑓 . Σύμβολο: ∫𝑓𝑑𝜇 Μέση τιμή, μαθηματική ελπίδα της
𝑋. Σύμβολο 𝔼(𝑋)

𝐿𝑝-συνάρτηση Τυχαία μεταβλητή με πεπερασμένη
𝑝-ροπή (moment)

Σύγκλιση ως προς το μέτρο Σύγκλιση ως προς πιθανότητα
Σχεδόν παντού (σπ) Σχεδόν σίγουρα (σσ)

Borel μέτρο πιθανότητας στο ℝ Κατανομή
Μετασχηματισμός Fourier (μέτρου

στο ℝ)
Χαρακτηριστική συνάρτηση
(κατανομής)

Χαρακτηριστική συνάρτηση Δείκτρια συνάρτηση
Στη θεωρία πιθανοτήτων συνήθως δεν γράφουμε τα ορίσματα των συναρτήσεων
(που τώρα λέγονται τυχαίες μεταβλητές). Έτσι όταν γράφουμε {𝑋 > 𝑎} εννοούμε
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το ενδεχόμενο (δηλαδή το μετρήσιμο σύνολο) {𝜔 ∈ Ω ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑎}. Έτσι το
ℙ{𝑋 > 𝑎} είναι η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή 𝑋 να είναι μεγαλύτερη από 𝑎,
δηλαδή το μέτρο του συνόλου {𝜔 ∈ Ω ∶ 𝑋(𝜔) > 𝑎}. Γενικώς θα χρησιμοποιούμε
τη γλώσσα των πιθανοτήτων εκτός από το ότι θα προτιμάμε να λέμε ότι μια τυχαία
μεταβλητή είναι 𝐿𝑝.

Ορισμός 8.1.1 Αν η 𝑋 είναι 𝐿2 τυχαία μεταβλητή, τότε είναι και 𝐿1 τυχαία
μεταβλητή και η μέση τιμή της 𝔼(𝑋), δηλαδή η ποσότητα

∫
Ω
𝑋(𝜔) 𝑑ℙ(𝜔),

είναι καλά ορισμένη. Η 𝐿2 νόρμα της τυχαίας μεταβλητής 𝑋 −𝔼(𝑋) ονομάζεται
τυπική απόκλιση της 𝑋 (δηλαδή τυπική απόκλιση της 𝑋 από τη μέση τιμής της),
και το τετράγωνο αυτής της νόρμας ονομάζεται διακύμανση της 𝑋. Γράφουμε

𝜎(𝑋) = (𝔼|𝑋 − 𝔼(𝑋)|2)1/2

και
Var(𝑋) = 𝜎2(𝑋) = 𝔼|𝑋 − 𝔼(𝑋)|2 = 𝔼(𝑋2) − (𝔼(𝑋))2

αντίστοιχα.

Θα χρειαστούμε την ακόλουθη κατασκευή. Αν έχουμε ένα χώρο πιθανότητας
(Ω,ℬ, ℙ), ένα μετρήσιμο χώρο (Ω′, ℬ′) και μια απεικόνιση 𝜑 ∶ Ω → Ω′ τότε ορί-
ζεται μια πιθανότητα ℙ𝜑 στον χώρο (Ω′, ℬ′), το «push forward-μέτρο», θέτοντας

ℙ𝜑(𝐸) = ℙ(𝜑−1(𝐸)).

Το ότι το ℙ𝜑 είναι πράγματι μέτρο πιθανότητας προκύπτει άμεσα από το ότι η 𝜑−1

αντιμετατίθεται με ενώσεις και τομές.

Πρόταση 8.1.2 Με τον παραπάνω συμβολισμό, αν η 𝑓 ∶ Ω′ → ℝ είναι μια
μετρήσιμη συνάρτηση τότε ∫Ω′ 𝑓 𝑑ℙ𝜑 = ∫Ω(𝑓 ∘ 𝜑) 𝑑ℙ εφόσον και τα δύο ολοκλη-
ρώματα υπάρχουν.

Απόδειξη: Αν η 𝑓 είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση 𝜒𝐸 για 𝐸 ∈ ℬ′ το ζητούμενο
είναι απλώς ο ορισμός του ℙ𝜑, αφού 𝜒𝐸 ∘ 𝜑 = 𝜒𝜑−1(𝐸). Για το γενικό αποτέλεσμα
χρησιμοποιούμε γραμμικούς συνδυασμούς και παίρνουμε όρια. 

Για κάθε τυχαία μεταβλητή 𝑋 στον Ω το μέτρο 𝒫𝑋 είναι ένα Borel μέτρο
πιθανότητας το οποίο ονομάζεται κατανομή της 𝑋, και η συνάρτηση

𝐹(𝑡) = ℙ𝑋((−∞, 𝑡]) = ℙ(𝑋 ≤ 𝑡) = ℙ({𝜔 ∈ Ω ∶ 𝑋(𝜔) ≤ 𝑡})

(η οποία καθορίζει το μέτρο πιθανότητας ℙ𝑋 σύμφωνα με το Θεώρημα 2.2.2)
ονομάζεται συνάρτηση κατανομής της 𝑋.

Γενικότερα, αν 𝑋𝑗 ∶ Ω → ℝ για 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 ορίζουμε το τυχαίο διάνυσμα
𝑋 = (𝑋1, 𝑋2,… ,𝑋𝑛) ∶ Ω → ℝ𝑛 και το μέτρο ℙ𝑋 στον ℝ𝑛 ονομάζεται από
κοινού κατανομή των 𝑋1, 𝑋2,… ,𝑋𝑛. Η κατανομή ή η από κοινού κατανομή για
περισσότερες από μία τυχαίες μεταβλητές είναι χρήσιμη γιατί με τη βοήθειά της
αποδεικνύονται διάφορες ιδιότητες. Έτσι αν 𝑋,𝑌 ∶ Ω → ℝ τυχαίες μεταβλητές,
από την Πρόταση 8.1.2,
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• αν 𝜑 = 𝑋 ∶ Ω → ℝ =∶ Ω′ και 𝑓(𝑡) = 𝑡 ∶ Ω′ = ℝ → ℝ, τότε

𝔼(𝑋) = ∫
Ω
𝑋 𝑑ℙ(𝜔) = ∫

ℝ
𝑡 𝑑ℙ𝑋(𝑡).

• αν 𝜑 = 𝑋 ∶ Ω → ℝ =∶ Ω′ και 𝑓(𝑡) = 𝑡 − 𝔼(𝑋) ∶ Ω′ = ℝ → ℝ, τότε

Var(𝑋) = ∫
Ω
∣𝑋 − 𝔼(𝑋)∣2 𝑑ℙ(𝜔) = ∫

ℝ
∣𝑡 − 𝔼(𝑋)∣2 𝑑ℙ𝑋(𝑡).

• αν 𝜑 = (𝑋, 𝑌 ) ∶ Ω → ℝ2 =∶ Ω′ και 𝑓(𝑡) = 𝑡 + 𝑠 ∶ Ω′ = ℝ2 → ℝ, τότε

𝔼(𝑋 + 𝑌 ) = ∫
Ω
(𝑋 + 𝑌 ) 𝑑ℙ(𝜔) = ∫

ℝ2
(𝑡 + 𝑠) 𝑑ℙ(𝑋,𝑌 )(𝑡, 𝑠).

Δηλαδή η γνώση της από κοινού κατανομής μάς επιτρέπει τον υπολογισμό των
παραμέτρων των τυχαίων μεταβλητών ως ολοκληρώματα σε πραγματικούς χώρους.

Ορισμός 8.1.3 Λέμε ότι μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών {𝑋𝑎} είναι ισοκα-
τανεμημένη αν όλες οι 𝑋𝑎 έχουν την ίδια κατανομή, δηλαδή αν ισχύει ℙ𝑋𝑎

= ℙ𝑋𝑏για κάθε 𝑎, 𝑏.

Στη Θεωρία Πιθανοτήτων μια από τις σημαντικότερες έννοιες είναι αυτή της
(στοχαστικής) ανεξαρτησίας. Ας υποθέσουμε ότι το ενδεχόμενο 𝐸 στον χώρο
πιθανότητας (Ω,ℬ, ℙ) έχει θετική πιθανότητα: ℙ(𝐸) > 0. Εύκολα βλέπει κανείς
ότι η ποσότητα ℙ𝐸(𝐹) = ℙ(𝐸 ∩ 𝐹)/ℙ(𝐸) ορίζει ένα μέτρο πιθανότητας το οποίο
ονομάζεται πιθανότητα δοθέντος του 𝐸 ή πιθανότητα υπό συνθήκη (τη συνθήκη
της βεβαιότητας του 𝐸). Πρόκειται δηλαδή για την πιθανότητα να συμβεί το εν-
δεχόμενο 𝐹 δοθέντος ότι το ενδεχόμενο 𝐸 συμβαίνει ήδη. Αν αυτή η πιθανότητα
είναι ίση με την ℙ(𝐹) τότε λέμε ότι το ενδεχόμενο 𝐹 είναι ανεξάρτητο του 𝐸.
Ένας άλλος τρόπος να περιγράψουμε την ανεξαρτησία του 𝐹 από το 𝐸 είναι να
πούμε ότι «το ποσοστό του μέτρου που το 𝐹 καταλαμβάνει μέσα στο 𝐸 είναι ίσο
με το ποσοστό του μέτρου που καταλαμβάνει το 𝐹 μέσα στον Ω (που έχει μέτρο
ίσο με 1)». Αυτή η συνθήκη είναι ισοδύναμη με το να ισχύει

ℙ(𝐸 ∩ 𝐹) = ℙ(𝐸)ℙ(𝐹).

Η σχέση αυτή είναι συμμετρική ως προς 𝐸 και 𝐹 , και όταν είναι αληθής συνεπά-
γεται ότι και το 𝐸 είναι ανεξάρτητο του 𝐹 . Επίσης έχει νόημα ακόμα και όταν
ℙ(𝐸) = 0.

Γενικότερα, μια συλλογή ενδεχομένων (𝐸𝑎)𝑎∈𝐴 λέγεται ανεξάρτητη αν

ℙ(𝐸𝑎1
∩… ∩ 𝐸𝑎𝑛

) =
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(𝐸𝑎𝑗
)

για οποιαδήποτε διακεκριμένα 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 και για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Παρατηρούμε εδώ
ότι για να είναι τα (𝐸𝑎)𝑎∈𝐴 ανεξάρτητα δεν αρκεί να είναι ανά δύο ανεξάρτητα (δείτε
Άσκηση i). Ορίζουμε επίσης ότι μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών (𝑋𝑎)𝑎∈𝐴 στον
χώρο πιθανότητας (Ω,ℬ, ℙ) λέγεται ανεξάρτητη αν τα ενδεχόμενα {𝑋𝑎 ∈ 𝐵𝑎} =
𝑋−1

𝑎 (𝐵𝑎) είναι ανεξάρτητα για οποιαδήποτε Borel υποσύνολα 𝐵𝑎 του ℝ. Αυτή τη
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συνθήκη μπορούμε να τη γράψουμε και ως εξής: γράφοντας 𝑋𝑗 για την 𝑋𝑎𝑗
οι

(𝑋𝑎)𝑎∈𝐴 είναι ανεξάρτητες αν

(8.1)
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(𝑋−1
𝑗 (𝐵𝑗)) = ℙ(𝑋−1

1 (𝐵1) ∩ … ∩𝑋−1
𝑛 (𝐵𝑛)).

Παρατηρούμε τώρα ότι 𝜔 ∈ ∩𝑗𝑋−1
𝑗 (𝐵𝑗) αν και μόνο αν 𝑋𝑗(𝜔) ∈ 𝐵𝑗 για κάθε

𝑗 = 1,… , 𝑛, αν και μόνο αν (𝑋1(𝜔),… ,𝑋𝑛(𝜔)) ∈ 𝐵1 × ⋯ × 𝐵𝑛, δηλαδή 𝜔 ∈
(𝑋1,… ,𝑋𝑛)−1(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑛). Άρα η (8.1) γράφεται

𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(𝑋−1
𝑗 (𝐵𝑗)) = ℙ((𝑋1,… ,𝑋𝑛)−1(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑛))(8.2)

= ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛)(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑛).
Αλλά

𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(𝑋−1
𝑗 (𝐵𝑗)) =

𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
(𝐵𝑗) = (

𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
)(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑛).

Αφού τα 𝐵𝑗 είναι οποιαδήποτε σύνολα Borel, αυτές οι ποσότητες είναι ίσες αν και
μόνο αν

ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛) =
𝑛
∏
𝑗=1

𝑃𝑋𝑗
.

Δηλαδή, οι τυχαίες μεταβλητές (𝑋𝑎)𝑥∈𝐴 είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν η από
κοινού κατανομές οποιουδήποτε πεπερασμένου πλήθους από αυτές ισούται με το
γινόμενο των κατανομών τους.
Πρόταση 8.1.4 Έστω ότι οι {𝑋𝑛𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽(𝑛), 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁} είναι α-
νεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και έστω ότι οι 𝑓𝑛 ∶ ℝ𝐽(𝑛) → ℝ είναι Borel
μετρήσιμες συναρτήσεις για 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 . Τότε οι τυχαίες μεταβλητές 𝑌𝑛 =
𝑓𝑛(𝑋𝑛1, 𝑋𝑛2,… ,𝑋𝑛𝐽(𝑛)) για 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 είναι ανεξάρτητες.
Απόδειξη: Για 𝑛 = 1,… ,𝑁 θέτουμε 𝑋𝑛 = (𝑋𝑛1, 𝑋𝑛2,… ,𝑋𝑛𝐽(𝑛)). Αν 𝐵1,… ,𝐵𝑁
Borel υποσύνολα του ℝ πρέπει να δείξουμε ότι τα ενδεχόμενα

𝑌 −1
𝑛 (𝐵𝑛) = (𝑓𝑛 ∘ 𝑋𝑛)−1(𝐵𝑛) = 𝑋−1

𝑛 (𝑓−1
𝑛 (𝐵𝑛))

είναι ανεξάρτητα. Όπως και (8.1) και (8.2) έχουμε ότι

(𝑌1,… , 𝑌𝑁)−1(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑁) =
𝑁
⋂
𝑛=1

𝑌 −1
𝑛 (𝐵𝑛)

=
𝑁
⋂
𝑛=1

𝑋−1
𝑛 (𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛))

= (𝑋1,… ,𝑋𝑁)−1(𝑓−1
1 (𝐵1) × ⋯ × 𝑓−1

𝑁 (𝐵𝑁)).
Οπότε
ℙ(𝑌1,…,𝑌𝑁)(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑁) = ℙ((𝑌1,… , 𝑌𝑁)−1(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑁))

= ℙ((𝑋1,… ,𝑋𝑁)−1(𝑓−1
1 (𝐵1) × ⋯ × 𝑓−1

𝑁 (𝐵𝑁)))
= ℙ(𝑋11,…,𝑋1𝐽(1),𝑋21,…,𝑋2𝐽(2),…,𝑋𝑁1,…,𝑋𝑁𝐽(𝑁))(𝑓−1

1 (𝐵1) × ⋯ × 𝑓−1
𝑁 (𝐵𝑁)),
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και η τελευταία λόγω της ανεξαρτησίας των 𝑋𝑛𝑗 ισούται με

= ⎛⎜
⎝

𝑁
∏
𝑛=1

𝐽(𝑛)
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑛𝑗
⎞⎟
⎠

(𝑓−1
1 (𝐵1) × ⋯ × 𝑓−1

𝑁 (𝐵𝑁))

= ∫𝜒𝑓−1
1 (𝐵1)×⋯×𝑓−1

𝑁 (𝐵𝑁)(𝑥11,… , 𝑥1𝐽(1),… , 𝑥𝑁1,… , 𝑥𝑁𝐽(𝑁)) 𝑑⎛⎜
⎝

𝑁
∏
𝑛=1

𝐽(𝑛)
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑛𝑗
⎞⎟
⎠

= ∫𝜒𝑓−1
1 (𝐵1)(𝑥11,… , 𝑥1𝐽(1))⋯𝜒𝑓−1𝑛 (𝐵𝑛)(𝑥𝑁1,… , 𝑥𝑁𝐽(𝑁)) 𝑑⎛⎜

⎝

𝑁
∏
𝑛=1

𝐽(𝑛)
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑛𝑗
⎞⎟
⎠

.

Από το Θεώρημα Funini η τελευταία παράσταση είναι ίση με
𝑁
∏
𝑛=1

∫𝜒𝑓−1𝑛 (𝐵𝑛)(𝑥𝑛1,… , 𝑥𝑛𝐽(𝑛)) 𝑑⎛⎜
⎝

𝐽(𝑛)
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑛𝑗
⎞⎟
⎠

=
𝑁
∏
𝑛=1

⎛⎜
⎝

𝐽(𝑛)
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑛𝑗
(𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛))⎞⎟
⎠

=
𝑁
∏
𝑛=1

ℙ𝑋𝑛
(𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛)) =
𝑁
∏
𝑛=1

ℙ(𝑋−1
𝑛 (𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛)))

=
𝑁
∏
𝑛=1

ℙ(𝑌 −1
𝑛 (𝐵𝑛)).

Δηλαδή ℙ(𝑌1,…,𝑌𝑁)(𝐵1 ×⋯×𝐵𝑁) = ∏𝑁
𝑛=1 ℙ𝑌𝑛

(𝐵𝑛), άρα οι 𝑌𝑛 είναι ανεξάρτητες.

Ορισμός 8.1.5 (συνέλιξη μέτρων) Αν τα 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 είναι μέτρα
Borel στο ℝ ορίζουμε το μέτρο συνέλιξη 𝜇1 ∗ 𝜇2 ∗⋯ ∗ 𝜇𝑛 να δίνεται από τον τύπο

𝜇1 ∗ ⋯ ∗ 𝜇𝑛(𝐸) = ∫⋯∫𝜒𝐸(𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑛) 𝑑𝜇1(𝑡1)…𝑑𝜇𝑛(𝑡𝑛).

Πρόταση 8.1.6 Αν οι 𝑋1,… ,𝑋𝑛 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, τότε
ℙ𝑋1+⋯+𝑋𝑛

= ℙ𝑋1
∗ ⋯ ∗ ℙ𝑋𝑛

.
Απόδειξη: Θέτουμε 𝑇 (𝑡1,… , 𝑡𝑛) = ∑𝑛

𝑗=1 𝑡𝑗. Φανερά𝑋1+⋯+𝑋𝑛 = 𝑇∘(𝑋1,… ,𝑋𝑛).
Άρα

ℙ𝑋1+⋯+𝑋𝑛
(𝐵) = ℙ𝑇∘(𝑋1,…,𝑋𝑛)(𝐵) = ℙ((𝑇 ∘ (𝑋1,… ,𝑋𝑛))

−1(𝐵))

= ℙ((𝑋1 …,𝑋𝑛)−1(𝑇−1(𝐵))) = ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛)(𝑇−1(𝐵))

=
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
(𝑇−1(𝐵))

= ∫⋯∫𝜒𝑇−1(𝐵)(𝑡1,… , 𝑡𝑛) 𝑑ℙ𝑋1
…𝑑ℙ𝑋𝑛

και επειδή (𝑡1,… , 𝑡𝑛) ∈ 𝑇−1(𝐵) αν και μόνο αν ∑𝑛
𝑗=1 𝑡𝑗 ∈ 𝐵

= ∫⋯∫𝜒𝐵(𝑡1 +⋯+ 𝑡𝑛) 𝑑ℙ𝑋1
…𝑑ℙ𝑋𝑛

= ℙ𝑋1
∗ ⋯ ∗ ℙ𝑋𝑛

.

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Πρόταση 8.1.7 Έστω ότι οι 𝑋1,… ,𝑋𝑛 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.
Αν 𝑋𝑗 ∈ 𝐿1 για κάθε 𝑗, τότε ∏𝑛

1 𝑋𝑗 ∈ 𝐿1 και

𝔼(
𝑛
∏
𝑗=1

𝑋𝑗) =
𝑛
∏
𝑗=1

𝔼(𝑋𝑗).

Απόδειξη: Για 𝑓(𝑡1,… , 𝑡𝑛) = ∏𝑛
𝑗=1 |𝑡𝑗| ισχύει ∏

𝑛
𝑗=1 |𝑋𝑗| = 𝑓(𝑋1,… ,𝑋𝑛). Άρα

από την Πρόταση 8.1.2 ισχύει

∫𝑓 𝑑ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛) = ∫𝑓 ∘ (𝑋1,… ,𝑋𝑛) 𝑑ℙ = ∫
𝑛
∏
𝑗=1

|𝑋𝑗| 𝑑ℙ = 𝔼(
𝑛
∏
𝑗=1

|𝑋𝑗|) .

Άρα χρησιμοποιώντας πρώτα την ανεξαρτησία των 𝑋𝑗 και στη συνέχεια το Θεώ-
ρημα Fubini παίρνουμε

𝔼(
𝑛
∏
𝑗=1

|𝑋𝑗|) = ∫𝑓 𝑑ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛)

= ∫𝑓 𝑑(
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
) =

𝑛
∏
𝑗=1

∫|𝑡𝑗| 𝑑ℙ𝑋𝑗
(𝑡𝑗)

=
𝑛
∏
𝑗=1

𝔼|𝑋𝑗|.

Συνεπώς ∏𝑛
𝑗=1 |𝑋𝑗| ∈ 𝐿1 και άρα ∏𝑛

𝑗=1 𝑋𝑗 ∈ 𝐿1. Το ίδιο επιχείρημα χωρίς τις
απόλυτες τιμές δίνει το ζητούμενο. 

Πόρισμα 8.1.8 Έστω ότι οι 𝑋1,… ,𝑋𝑛 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές.
Αν 𝑋𝑗 ∈ 𝐿2 για κάθε 𝑗, τότε 𝜎2(𝑋1 +⋯+𝑋𝑛) = ∑𝑛

𝑗=1 𝜎2(𝑋𝑗).

Απόδειξη: Θέτοντας 𝑌𝑗 = 𝑋𝑗 − 𝔼𝑋𝑗 αυτές είναι ανεξάρτητες από την Πρότα-
ση 8.1.4. Έτσι, επειδή 𝔼𝑌𝑗 = 0 συμπεραίνουμε ότι 𝔼(𝑌𝑖𝑌𝑗) = 𝔼𝑌𝑖𝔼𝑌𝑗 = 0 για
κάθε 𝑖 ≠ 𝑗. Άρα

𝜎2(𝑋1 +⋯+𝑋𝑛) = 𝔼(|(𝑋1 +⋯+𝑋𝑛) − 𝔼(𝑋1 +⋯+𝑋𝑛)|2)
= 𝔼(((𝑋1 − 𝔼𝑋1) + ⋯ + (𝑋𝑛 − 𝔼𝑋𝑛))

2)

= 𝔼((𝑌1 +⋯+ 𝑌𝑛)2) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝔼𝑌 2
𝑗 + 2∑

𝑗<𝑖
𝔼(𝑌𝑖𝑌𝑗) =

𝑛
∑
𝑗=1

𝔼𝑌 2
𝑗

=
𝑛
∑
𝑗=1

𝜎2(𝑋𝑗).


Η ανεξαρτησία είναι μια πολύ απαιτητική ιδιότητα. Για παράδειγμα, αν οι 𝑋

και 𝑌 είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές στο ℝ, με 𝔼(𝑋) = 0 και 𝑓 μια Borel
μετρήσιμη πραγματική συνάρτηση ώστε η 𝑓 ∘ 𝑌 να είναι ολοκληρώσιμη, τότε από
την Πρόταση 8.1.4 οι 𝑋 και 𝑓 ∘ 𝑌 είναι ανεξάρτητες, οπότε

𝔼(𝑋(𝑓 ∘ 𝑌 )) = 𝔼(𝑋)𝔼(𝑓 ∘ 𝑌 ) = 0.
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Δηλαδή η 𝑋 είναι ορθογώνια σε κάθε συνάρτηση της 𝑌 . Αυτός είναι και ο λόγος
που είναι δύσκολο να κατασκευάσει κανείς μια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων
μεταβλητών ακόμα και στο [0, 1] με το μέτρο Lebesgue χρησιμοποιώντας οικείες
συναρτήσεις από τον απειροστικό λογισμό.
Παράδειγμα 8.1.9 (συναρτήσεις Rademacher) Για κάθε 𝑛 ∈ ℕ ορίζου-
με τη 𝑛-στη συνάρτηση Rademacher 𝑟𝑛(𝑥) = sign sin(𝜋2𝑛𝑥). Για παράδειγμα,

𝑟1(𝑥) = {
1 αν 𝑥 ∈ (0, 1

2)

−1 αν 𝑥 ∈ ( 1
2 , 1)

𝑟2(𝑥) = {
1 αν 𝑥 ∈ (0, 1

4) ∪ ( 1
2 , 3

4)

−1 αν 𝑥 ∈ ( 1
4 , 1

2) ∪ ( 3
4 , 1)

𝑟3(𝑥) = {
1 αν 𝑥 ∈ (0, 1

8) ∪ ( 2
8 , 3

8) ∪ ( 4
8 , 5

8) ∪ ( 6
8 , 7

8)

−1 αν 𝑥 ∈ ( 1
8 , 2

8) ∪ ( 3
8 , 4

8) ∪ ( 5
8 , 6

8) ∪ ( 7
8 , 1)

κλπ.

Οι συναρτήσεις αυτές είναι ανεξάρτητες. Πράγματι, ελέγχουμε εύκολα ότι ℙ(𝑟𝑘 =
1) = ℙ(𝑟𝑘 = −1) = 1/2 για κάθε 𝑘 ∈ ℕ. Επίσης για κάθε 𝑘1 < … < 𝑘𝑛 ∈ ℕ και
για κάθε πρόσημο 𝜃𝑗 ∈ {−1, 1} ισχύει

ℙ(𝑟𝑘1
= 𝜃1 και 𝑟𝑘2

= 𝜃2 και …𝑟𝑘𝑛
= 𝜃𝑛) =

1
2𝑛 .

Πράγματι, για 𝑛 = 2 σε κάθε διάστημα στο οποίο η 𝑟𝑘1
είναι ίση με 𝜃1 η 𝑟𝐾2

είναι
ίση με 𝜃2 στο μισό από αυτό. Δηλαδή

ℙ(𝑟𝑘1
= 𝜃1 και 𝑟𝑘2

= 𝜃2) =
1
4

και συνεχίζουμε επαγωγικά.
Παρατηρούμε τώρα ότι για κάθε σύνολο Borel 𝐴 του ℝ ισχύει 𝑟−1

𝑘 (𝐴) =
𝑟−1
𝑘 (𝐴 ∩ {−1, 1}), και συνεπώς ο έλεγχος της ανεξαρτησίας αρκεί να γίνει για
σύνολα 𝐴 της μορφής ∅, {−1}, {1} και {−1, 1}. Αλλά κάθε 𝑟𝑘 δίνει τιμές με
βεβαιότητα στο {−1, 1} και ποτέ στο ∅. Συνεπώς αρκεί ο έλεγχος να γίνει για
σύνολα 𝐴 της μορφής {−1} και {1}. Έτσι, αρκεί να δείξουμε ότι

ℙ(𝑟𝑘1
= 𝜃1 και 𝑟𝑘2

= 𝜃2 και …𝑟𝑘𝑛
= 𝜃𝑛) =

𝑛
∏
𝑗=1

𝑃(𝑟𝑘𝑗
= 𝜃𝑗),

για οποιαδήποτε πρόσημα 𝜃𝑗. Αλλά αυτό είναι προφανές, αφού από πριν έχουμε

ℙ(𝑟𝑘1
= 𝜃1 και 𝑟𝑘2

= 𝜃2 και …𝑟𝑘𝑛
= 𝜃𝑛) =

1
2𝑛 =

𝑛
∏
𝑗=1

𝑃(𝑟𝑘𝑗
= 𝜃𝑗).

Ο απλούστερος τρόπος για να δοθούν περισσότερα παραδείγματα ανεξαρτησίας
είναι σε χώρους γινόμενο. Ας υποθέσουμε ότι Ω = Ω1 × … × Ω𝑛, ℬ = ℬ1 ⊗
⋯ ⊗ ℬ𝑛 και ℙ = ℙ1 × … × ℙ𝑛. Οποιεσδήποτε τυχαίες μεταβλητές 𝑋1,… ,𝑋𝑛
στο Ω όπου η 𝑋𝑗 εξαρτάται μόνο από τη μεταβλητή της 𝑗 συντεταγμένης είναι
ανεξάρτητες. Πράγματι, γράφουμε κάθε 𝑋𝑗 ως σύνθεση μιας 𝑓𝑗 και της προβολής
στην 𝑗 συντεταγμένη, δηλαδή 𝑋𝑗 = 𝑓𝑗 ∘ proj𝑗, οπότε ισχύει

(8.3) (𝑋1,… ,𝑋𝑛)−1(𝐵1 ×…×𝐵𝑛) = 𝑓−1
1 (𝐵1) × …× 𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛),
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και άρα

ℙ(𝑋1,…,𝑋𝑛)(𝐵1 ×…×𝐵𝑛) = ℙ (𝑓−1
1 (𝐵1) × …× 𝑓−1

𝑛 (𝐵𝑛))

=
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑗(𝑓−1
𝑗 (𝐵𝑗)) =

𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(proj−1
𝑗 (𝑓−1

𝑗 (𝐵𝑗)))

=
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ(𝑋−1
𝑗 (𝐵𝑗)) =

𝑛
∏
𝑗=1

(ℙ𝑋𝑗
(𝐵𝑗))

= (
𝑛
∏
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
)(𝐵1 ×…×𝐵𝑛).(8.4)

Οι ίδιες ιδέες μπορούν να λειτουργήσουν και για άπειρο πλήθος μεταβλητών παρόλο
που η απόδειξη είναι πολύ πιο απαιτητική.

Σε ένα τοπολογικό χώρο ορίζεται βεβαίως η έννοια της Borel 𝜎-άλγεβρας ℬ𝑋
ως η 𝜎-άλγεβρα που παράγεται από τα ανοικτά σύνολα του χώρου. Ένα Borel
μέτρο 𝜇 στον 𝑋 λέγεται εξωτερικά κανονικό στο σύνολο 𝐸 αν

𝜇(𝐸) = inf{𝜇(𝑈) ∶ 𝑈 ⊇ 𝐸, 𝑈 ανοικτό},

και εσωτερικά κανονικό στο 𝐸 αν

𝜇(𝐸) = sup{𝜇(𝐹) ∶ 𝐹 ⊆ 𝐸, 𝐹 συμπαγές}.

Αν το 𝜇 είναι εξωτερικά και εσωτερικά κανονικό σε κάθε σύνολο Borel τότε ονο-
μάζεται κανονικό μέτρο. Το να είναι ένα μέτρο κανονικό είναι αρκετά απαιτητική
συνθήκη. Μια πιο «χαλαρή» απαίτηση είναι ένα μέτρο να είναι «μέτρο Radon»: λέ-
με ότι το 𝜇 είναι μέτρο Radon στον 𝑋 αν είναι μέτρο Borel στον 𝑋, πεπερασμένο
στα συμπαγή σύνολα, εξωτερικά κανονικό στα σύνολα Borel, και εσωτερικά κανο-
νικό στα ανοικτά. Θα δείξουμε αργότερα ότι τα Radon μέτρα είναι και εσωτερικά
κανονικά εφόσον είναι 𝜎-πεπερασμένα.

Ένας τοπολογικός χώρος 𝑋 λέγεται χώρος Hausdorff αν για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
υπάρχουν ανοικτά ξένα σύνολα 𝑈 , 𝑉 ώστε 𝑥 ∈ 𝑈 και 𝑦 ∈ 𝑉 .

Το ακόλουθο θεώρημα θα αποδειχθεί μετά τη μελέτη των μέτρων Radon. Προς
το παρόν μας δίνει απάντηση στο αν υπάρχει (άπειρη) ακολουθία ανεξάρτητων
τυχαίων μεταβλητών.
Θεώρημα 8.1.10 Έστω ότι οι Ω𝑎 για 𝑎 ∈ 𝐴 είναι μια οικογένεια συμπαγών
χώρων Hausdorff, και για κάθε 𝑎 έστω ότι το ℙ𝑎 είναι ένα Radon μέτρο πιθανό-
τητας στον Ω𝑎. Τότε υπάρχει μοναδικό μέτρο Radon ℙ στον Ω ∶= ∏𝑎∈𝐴 Ω𝑎 ώστε
για οποιαδήποτε διακεκριμένα 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 η εικόνα του ℙ στον χώρο ∏𝑛

𝑗=1 Ω𝑎𝑗
με τη συνήθη προβολή είναι το γινόμενο των ℙ𝑎1

,… , ℙ𝑎𝑛
.

Παρατηρούμε εδώ ότι η απαίτηση να είναι οι χώροι Ω𝑎 συμπαγείς δεν μας
εμποδίζει να εφαρμόσουμε το παραπάνω θεώρημα σε μη συμπαγείς χώρους, όπως
στο ℝ, αφού μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα στη συμπαγοποίηση (κατά
Alexandroff) του χώρου, θέτοντας ℙ𝑎({∞}) = 0. Έτσι με βάση το παραπάνω
θεώρημα και τη συζήτηση που έγινε στις σχέσεις (8.3) και (8.4) μπορούμε να
έχουμε οσεσδήποτε ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με προκαθορισμένη κατανομή
στο ℝ.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να βρούμε τυχαίες ανεξάρτητες
μεταβλητές 𝑋𝑎 από ένα χώρο πιθανότητας Ω στο ℝ που να έχουν όλες κατανομή
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την γκαουσιανή 𝛾, όπου 𝛾(𝐴) =
√
2𝜋−1 ∫𝐴 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡. Θέτουμε Ω𝑎 = ℝ∗, όπου ℝ∗

η κατά Alexandroff συμπαγοποίηση του ℝ με το γκαουσιανό μέτρο 𝛾 θέτοντας
𝛾({∞}) = 0. Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα το σύνολο Ω = ∏𝑎 Ω𝑎 εφοδιάζε-
ται με (μοναδικό) μέτρο πιθανότητας ℙ με τις ιδιότητες που περιγράφει το θεώρημα.
Ορίζουμε 𝑋𝑎 ∶ Ω → ℝ θέτοντας 𝑋𝑎((𝜔𝑖)𝑖∈𝐴) = 𝜔𝑎 για κάθε (𝜔𝑖)𝑖∈𝐴 ∈ Ω. Αφού
το ℙ σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, μετά την προβολή στο ∏𝑛

𝑗=1 Ω𝑎𝑗
ταυτί-

ζεται με το ∏𝑛
𝑗=1 ℙ𝑎𝑗

σύμφωνα με τη συζήτηση που μας οδήγησε στη σχέση (8.4)
οι 𝑋𝑎 είναι ανεξάρτητες (𝑋𝑎 = 𝑓𝑎 ∘ proj𝑎 με 𝑓𝑎(𝑥) = 𝑥). Τέλος είναι όλες τους
γκαουσιανές, αφού

ℙ𝑋𝑗
(𝐸 ⊆ ℝ∗) = ℙ(𝑋−1

𝑗 (𝐸)) = ℙ(proj−1
𝑗 (𝐸) ⊆ Ω) = ℙ𝑗(𝐸) = 𝛾(𝐸),

όπου στην προτελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε το τελευταίο θεώρημα με 𝑛 = 1
και 𝑎1 = 𝑗.

8.2 Ο νόμος των μεγάλων Αριθμών
Θεώρημα 8.2.1 (Ασθενής νόμος των μεγάλων αριθμών) Έστω ότι η
𝑋𝑛 είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών στον 𝐿2 με μέσες τιμές
𝜇𝑛 και διακυμάνσεις 𝜎2

𝑛. Αν lim𝑛→∞ 𝑛−2 ∑𝑛
𝑗=1 𝜎2

𝑗 = 0 τότε

ℙ(∣ 1𝑛
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)∣ > 𝜖) → 0

καθώς 𝑛 → ∞.

Απόδειξη: Παρατηρούμε ότι 𝔼(𝑛−1 ∑𝑛
𝑗=1(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)) = 0 και λόγω της ανεξαρτη-

σίας,

𝜎2 (1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)) = 1
𝑛2

𝑛
∑
𝑗=1

𝜎2
𝑗 .

Άρα
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑗=1

𝜎2
𝑗 = 𝔼(1

𝑛
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗))
2

≥ ∫
{∣𝑛−1 ∑𝑛

𝑗=1(𝑋𝑗−𝜇𝑗)∣>𝜖}
𝜖2,

άρα

ℙ(∣ 1𝑛
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)∣ > 𝜖) ≤ 1
𝑛2𝜖2

𝑛
∑
𝑗=1

𝜎2
𝑗 → 0.



Λήμμα 8.2.2 (Borel-Cantelli) Έστω ότι τα 𝐴𝑛 είναι μια ακολουθία ενδεχο-
μένων. Αν ∑∞

𝑛=1 ℙ(𝐴𝑛) < ∞ τότε ℙ(lim sup𝐴𝑛) = 0. Αν από την άλλη μεριά
τα 𝐴𝑛 είναι ανεξάρτητα και ∑∞

𝑛=1 ℙ(𝐴𝑛) = ∞ τότε ℙ(lim sup𝐴𝑛) = 1.

Απόδειξη: Επειδή lim sup𝐴𝑛 = ∩∞
𝑘=1 ∪∞

𝑛=𝑘 𝐴𝑛 θα έχουμε

ℙ(lim sup𝐴𝑛) ≤ ℙ (∪∞
𝑛=𝑘𝐴𝑛) ≤

∞
∑
𝑛=𝑘

ℙ(𝐴𝑛) → 0
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καθώς 𝑘 → ∞.
Επειδή (lim sup𝐴𝑛)𝑐 = ∪∞

𝑘=1 ∩∞
𝑛=𝑘 𝐴𝑐

𝑛 αρκεί να δείξουμε ότι ℙ(∩∞
𝑛=𝑘𝐴𝑐

𝑛) = 0
για κάθε 𝑘 ∈ ℕ. Αλλά τα 𝐴𝑛 είναι ανεξάρτητα από όπου εύκολα προκύπτει ότι και
τα 𝐴𝑐

𝑛 είναι ανεξάρτητα (Άσκηση i). Άρα για κάθε 𝑁 ∈ ℕ ισχύει

ℙ (∩𝑁
𝑛=𝑘𝐴𝑐

𝑛) =
∞
∏
𝑛=𝑘

(1 − ℙ(𝐴𝑛))

≤
∞
∏
𝑛=𝑘

𝑒−ℙ(𝐴𝑛) = 𝑒−∑𝑁
𝑘=𝑛 ℙ(𝐴𝑛) → 0,

καθώς 𝑁 → ∞, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. 

Πρόταση 8.2.3 (Ανισότητα Kolmogorov) Έστω ότι οι 𝑋1,… ,𝑋𝑛 είναι α-
νεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές μέσης τιμής 0 και με διακυμάνσεις 𝜎2

1,… , 𝜎2
𝑛.

Αν 𝑆𝑘 = 𝑋1 +⋯+𝑋𝑘 τότε για κάθε 𝜖 > 0 ισχύει

ℙ( max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑆𝑘| ≥ 𝜖) ≤ 1
𝜖2

𝑛
∑
𝑘=1

𝜎2
𝑘.

Απόδειξη: Θεωρούμε τα σύνολα

𝐴𝑘 = {𝜔 ∶ |𝑆𝑗| < 𝜖 για 𝑗 = 1,… , 𝑘 − 1 και |𝑆𝑘| ≥ 𝜖}.

Φανερά αυτά είναι μεταξύ τους ξένα και
𝑛
⋃
𝑘=1

𝐴𝑘 = {𝜔 ∶ max |𝑆𝑘| ≥ 𝜖}.

Άρα
ℙ{max

𝑘
|𝑆𝑘| ≥ 𝜖} =

𝑛
∑
𝑘=1

ℙ(𝐴𝑘) ≤
1
𝜖2

𝑛
∑
𝑘=1

𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆2
𝑘),

αφού ∫𝐴𝑘
𝑆2
𝑘 ≥ 𝜖2ℙ(𝐴𝑘). Από την άλλη,

𝔼(𝑆2
𝑛) ≥

𝑛
∑
𝑘=1

𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆2
𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝔼((𝜒𝐴𝑘
(𝑆2

𝑘 + 2𝑆𝑘(𝑆𝑛 − 𝑆𝑘) + (𝑆𝑛 − 𝑆𝑘)2))

≥
𝑛
∑
𝑘=1

𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆2
𝑘) + 2

𝑛
∑
𝑘=1

𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆𝑘(𝑆𝑛 − 𝑆𝑘)).

Αν τώρα δείξουμε ότι 𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆𝑘(𝑆𝑛 − 𝑆𝑘)) = 0 τότε θα έχουμε δείξει ότι

ℙ{ max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑆𝑘| ≥ 𝜖} ≤ 1
𝜖2𝔼(𝑆

2
𝑛) =

1
𝜖2

𝑛
∑
𝑘=1

𝜎2
𝑘,

ολοκληρώνοντας την απόδειξη. Αλλά η μεταβλητή 𝜒𝐴𝑘
𝑆𝑘 είναι συνάρτηση των

𝑋1,… ,𝑋𝑘 ενώ η 𝑆𝑛 −𝑆𝑘 είναι συνάρτηση των 𝑋𝑘+1,… ,𝑋𝑛, οπότε είναι ανεξάρ-
τητες, και συνεπώς ισχύει

𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆𝑘(𝑆𝑛 − 𝑆𝑘)) = 𝔼(𝜒𝐴𝑘

𝑆𝑘)𝔼(𝑆𝑛 − 𝑆𝑘) = 𝔼(𝜒𝐴𝑘
𝑆𝑘) ⋅ 0 = 0.


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Θεώρημα 8.2.4 (Ισχυρός νόμος των μεγάλων αριθμών του Kolmogorov)
Έστω ότι η 𝑋𝑛 είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών στον 𝐿2
με μέσες τιμές 𝜇𝑛 και διακυμάνσεις 𝜎2

𝑛. Αν ∑∞
𝑛=1 𝑛−2𝜎2

𝑛 < ∞ τότε η ακολουθία

1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗)

συγκλίνει στο 0 σχεδόν σίγουρα για 𝑛 → ∞.

Απόδειξη: Θέτουμε 𝑆𝑛 = ∑𝑛
𝑘=1(𝑋𝑗 − 𝜇𝑗), και για 𝜖 > 0 θέτουμε

𝐴𝑘 = {𝜔 ∶ 1
𝑛|𝑆𝑛| ≥ 𝜖 για κάποιο 2𝑘−1 ≤ 𝑛 < 2𝑘}.

Στο 𝐴𝑘 ισχύει |𝑆𝑛| ≥ 𝜖2𝑘−1 για κάποιο 𝑛 < 2𝑘. Από την ανισότητα Kolmogorov

ℙ(𝐴𝑘) ≤ ℙ{ max
2𝑘−1≤𝑛<2𝑘

|𝑆𝑛| ≥ 𝜖𝑛}

≤ 1
𝜖2𝑛2

2𝑘−1
∑

𝑛=2𝑘−1
𝜎2
𝑛 ≤ 1

𝜖24𝑘−1

2𝑘
∑
𝑛=1

𝜎2
𝑛.

Άρα

∞
∑
𝑘=1

ℙ(𝐴𝑘) ≤
4
𝜖2

∞
∑
𝑘=1

2𝑘
∑
𝑛=1

1
22𝑘𝜎

2
𝑛

= 4
𝜖2

∞
∑
𝑛=1

( ∑
𝑘≥log2 𝑛

1
22𝑘 )𝜎2

𝑛 ≤ 8
𝜖2

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2𝜎2

𝑛,

όπου η αλλαγή της σειράς άθροισης γίνεται εύκολα χρησιμοποιώντας χαρακτηρι-
στικές συναρτήσεις (και το θεώρημα Tonelli):

∞
∑
𝑘=1

2𝑘
∑
𝑛=1

1
22𝑘𝜎

2
𝑛 =

∞
∑
𝑘=1

∞
∑
𝑛=1

𝜒{1,…,2𝑘}(𝑛)
1
22𝑘𝜎

2
𝑛

∞
∑
𝑛=1

∞
∑
𝑘=1

𝜒{1,…,2𝑘}(𝑛)
1
22𝑘𝜎

2
𝑛,

και παρατηρώντας ότι 𝜒{1,…,2𝑘}(𝑛) = 1 αν και μόνο αν 𝑘 ≥ log2 𝑛.
Από το Λήμμα Borel-Cantelli συμπεραίνουμε ότι ℙ(lim sup𝐴𝑘) = 0, δηλαδή

σχεδόν σίγουρα |𝑆𝑛|/𝑛 ≤ 𝜖. Άρα lim sup𝑛 |𝑆𝑛|/𝑛 ≤ 𝜖 σχεδόν σίγουρα. Επιλέγουμε
τέλος 𝜖 = 1/𝑘 και άρα το σύνολο 𝐵𝑘 = {𝜔 ∶ lim sup𝑛 |𝑆𝑛|/𝑛 ≥ 1/𝑘} έχει
πιθανότητα μηδέν, οπότε ℙ(∪𝑘𝐵𝑘) = 0, δηλαδή lim sup𝑛 |𝑆𝑛|/𝑛 = 0 σ.σ. 

Θεώρημα 8.2.5 (Ισχυρός νόμος των μεγάλων αριθμών του Khinchine)
Έστω ότι η 𝑋𝑛 είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών στον 𝐿1
με την ίδια μέση τιμή 𝜇. Τότε η ακολουθία

1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝑋𝑗

συγκλίνει στο 𝜇 σχεδόν σίγουρα για 𝑛 → ∞.
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Απόδειξη: Αντικαθιστώντας τις 𝑋𝑗 με τις 𝑋𝑗 −𝜇 μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας ότι 𝜇 = 0. Έστω ότι η 𝜈 είναι η κοινή κατανομή των 𝑋𝑗.
Έτσι (από την Πρόταση 8.1.2 για 𝑓(𝑡) = |𝑡| και 𝜙 = 𝑋𝑗) έχουμε ∫ |𝑡| 𝑑𝜈(𝑡) =
𝔼|𝑋𝑗| < ∞ και ∫ 𝑡 𝑑𝜈(𝑡) = 𝔼(𝑋𝑗) = 0. Θέτουμε

𝑌𝑗 = {
𝑋𝑗 αν |𝑋𝑗| ≤ 𝑗
0 αλλιώς.

Έτσι έχουμε
∞
∑
𝑗=1

ℙ{𝑌𝑗 ≠ 𝑋𝑗} =
∞
∑
𝑗=1

ℙ{|𝑋𝑗| > 𝑗} =
∞
∑
𝑗=1

ℙ{𝑋−1
𝑗 {𝑡 ∶ |𝑡| > 𝑗}}

=
∞
∑
𝑗=1

ℙ𝑋𝑗
{𝑡 ∶ |𝑡| > 𝑗} =

∞
∑
𝑗=1

𝜈{𝑡 ∶ |𝑡| > 𝑗}

=
∞
∑
𝑗=1

𝑗 ⋅ 𝜈{𝑡 ∶ 𝑗 < |𝑡| ≤ 𝑗 + 1}

≤ ∫
∞

0
𝜈{𝑡 ∶ |𝑡| > 𝑠} 𝑑𝑠 = ∫ |𝑡| 𝑑𝜈(𝑡) < ∞.

Άρα από το Λήμμα Borel-Cantelli

ℙ(lim sup{𝜔 ∶ 𝑌𝑗(𝜔) ≠ 𝑋𝑗(𝜔)}) = 0.

Δηλαδή
𝑃(lim sup{𝜔 ∶ 𝑌𝑗(𝜔) = 𝑋𝑗(𝜔) για μεγάλα 𝑗}) = 1.

Συνεπώς αρκεί να δείξουμε ότι 𝑛−1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑌𝑗 → 0 σ.σ.

Για τις 𝑌𝑗 έχουμε

𝜎2(𝑌𝑛) = (𝑌 2
𝑛 ) − (𝔼𝑌𝑛)2 ≤ 𝔼(𝑌 2

𝑛 ) = ∫
|𝑡|≤𝑛

𝑡2 𝑑𝜈(𝑡).

Άρα
∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2𝜎2(𝑌𝑛) ≤

∞
∑
𝑛=1

𝑛
∑
𝑗=1

1
𝑛2 ∫

𝑗−1<|𝑡|≤𝑗
𝑡2 𝑑𝜈(𝑡)

≤
∞
∑
𝑛=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑗
𝑛2 ∫

𝑗−1<|𝑡|≤𝑗
|𝑡| 𝑑𝜈(𝑡)

≤
∞
∑
𝑗=1

𝑛
∑
𝑛=𝑗

𝑗
𝑛2 ∫

𝑗−1<|𝑡|≤𝑗
|𝑡| 𝑑𝜈(𝑡).

Επειδή τώρα ∑∞
𝑛=𝑗 1/𝑛2 ≤ 2/𝑗 συγκρίνοντας με το ∫∞

𝑗 𝑥−2 𝑑𝑥, καταλήγουμε στην

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2𝜎2(𝑌𝑛) ≤ 2∫

∞

−∞
|𝑡| 𝑑𝜈(𝑡) < ∞.
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Άρα από τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών για 𝜇𝑗 = 𝔼(𝑌𝑗) ισχύει

1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝑌𝑗 −
1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝜇𝑗 → 0

σχεδόν σίγουρα. Αλλά από το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης

𝜇𝑗 = ∫
|𝑡|≤𝑗

𝑡 𝑑𝜈(𝑡) → ∫
∞

−∞
𝑡 𝑑𝜈(𝑡) = 0,

οπότε 𝑛−1 ∑𝑛
𝑗=1 𝜇𝑗 → 0, ολοκληρώνοντας την απόδειξη. 

Ασκήσεις
(i) Αποδείξτε ότι αν τα ενδεχόμενα 𝐴1,… ,𝐴𝑛 είναι ανεξάρτητα τότε είναι ανε-

ξάρτητα και τα 𝐴𝑐
1,… ,𝐴𝑐

𝑛, αποδεικνύοντας πρώτα ότι τα 𝐴1,… ,𝐴𝑛−1, 𝐴𝑐
𝑛

είναι ανεξάρτητα, και συνεχίζοντας με επαγωγή.

8.3 Το κεντρικό οριακό θεώρημα
Ένας τοπολογικός χώρος 𝑋 λέγεται τοπικά συμπαγής αν κάθε σημείο 𝑥 ∈ 𝑋

έχει μια συμπαγή περιοχή. Δηλαδή, υπάρχει συμπαγές 𝐾 ⊆ 𝑋 ώστε 𝑥 ∈ 𝐾∘.
Λέμε ότι μια συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ μηδενίζεται στο άπειρο όταν για κάθε

𝜖 > 0 το σύνολο {𝑥 ∶ |𝑓(𝑥)| ≥ 𝜖} είναι συμπαγές υποσύνολο του 𝑋.
Θέτουμε

𝐶0(𝑋) = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) ∶ 𝑓 μηδενίζεται στο άπειρο},

όπου 𝐶(𝑋) ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων από τον τοπολογικό χώρο 𝑋 στο
ℝ.

Μπορεί να αποδείξει κανείς ότι αν ο 𝑋 είναι τοπικά συμπαγής τότε το 𝐶0(𝑋)
είναι η κλειστή θήκη του

𝐶𝑐(𝑋) = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) ∶ supp(𝑓) συμπαγές},

στον χώρο (𝐶(𝑋), ‖ ⋅ ‖∞), όπου supp(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 0}. Επίσης ένα πολύ
γνωστό θεώρημα από την συναρτησιακή ανάλυση, το Θεώρημα αναπαράστασης
του Riesz, λέει ότι αν ο 𝑋 είναι τοπικά συμπαγής τοπολογικός χώρος ο δυϊκός
χώρος του χώρου Banach (𝐶0(𝑋), ‖⋯ ‖∞) είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον
χώρο των Radon προσημασμένων μέτρων (𝑀(𝑋), ‖ ⋅ ‖), όπου ‖𝜇‖ ∶= |𝜇|(𝑋) =
𝜇+(𝑋) + 𝜇−(𝑋) η ολική κύμανση του μέτρου 𝜇. Στον χώρο αυτό ορίζουμε την
ασθενή άστρο (weak∗) τοπολογία ορίζοντας για μια ακολουθία 𝜇𝑛 ∈ 𝑀(𝑋) να
συγκλίνει στο 𝜇 ∈ 𝑀(𝑋) αν και μόνο αν

∫𝑓 𝑑𝜇𝑛 → ∫𝑓 𝑑𝜇

για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶0(𝑋). Λέμε τότε ότι η 𝜇𝑛 συγκλίνει ασθενώς-* στο 𝜇 και γράφουμε
𝜇𝑛

𝑤∗
⟶ 𝜇. Θυμίζουμε ότι η σύγκλιση ορίζει τοπολογία, αφού η σύγκλιση μπορεί να

περιγράψει τα κλειστά σύνολα (όσα περιέχουν τα κατά τη σύγκλιση αυτή οριακά
τους σημεία) και συνεπώς ορίζει και τα ανοικτά ως συμπληρώματα των κλειστών.
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Το παρακάτω θεώρημα, παρόλο που είναι κεντρικό στη θεωρία πιθανοτήτων,
δεν θα το αποδείξουμε γιατί απαιτεί γνώσεις από τον μετασχηματισμό Fourier,
που είναι έξω από τους σκοπούς του παρόντος κειμένου.

Θεώρημα 8.3.1 Έστω ότι η 𝑋𝑛 είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων με-
ταβλητών στον 𝐿2 με κοινή μέση τιμή 𝜇 και διακύμανση 𝜎2. Τότε, καθώς 𝑛 → ∞,
η κατανομή της

1
𝜎√𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇)

συγκλίνει ασθενώς-* στην τυπική κανονική κατανομή 𝛾1, και ειδικότερα

ℙ( 1
𝜎√𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑋𝑗 − 𝜇) ≤ 𝑎) → 1√
2𝜋

∫
𝑎

−∞
𝑒−𝑡2/2 𝑑𝑡.

8.4 Ασκήσεις
(i) Έστω ότι Ω = {1, 2, 3, 4} και ℙ({𝑛}) = 1/4 για κάθε 𝑛 ∈ Ω. Βρείτε τρία

ενδεχόμενα που να είναι ανεξάρτητα ανά δύο αλλά να μην είναι ανεξάρτητα.
(ii)



Παράρτημα Αʹ

Λύσεις Ασκήσεων

Αʹ.1 Ασκήσεις της ενότητας 1.2
(i) Αποδείξτε ότι μια άλγεβρα Α που είναι κλειστή στις αριθμήσιμες αύξουσες

ενώσεις (δηλαδή, αν Ε𝑗 ∈ 𝒜 με 𝐸1 ⊆ Ε2 ⊆ …, τότε ∪∞
𝑗=1𝐸𝑗 ∈ 𝒜) είναι

απαραίτητα και 𝜎-άλγεβρα.

(ii) Έστω ότι η ℳ είναι μια 𝜎-άλγεβρα με άπειρο πλήθος στοιχείων. Δείξτε ότι

(αʹ) η ℳ περιέχει μια άπειρη ακολουθία μη κενών ξένων συνόλων.
(βʹ) η ℳ είναι υπεραριθμήσιμο σύνολο (card(ℳ) ≥ 𝔠 ∶= card(ℝ)).

Λύση:

Ισχυρισμός 1 Αν 𝒜 είναι σv-άλγεβρα στο σύνολο 𝑋 και 𝐵 ∈ 𝒜 τότε η
οικογένεια 𝒜𝐵 = {𝐴 ∩ 𝐵 ∶ 𝐴 ⊆ 𝒜} ⊆ 𝒜 είναι μια σv-άλγεβρα στο
σύνολο 𝐵.

Ισχυρισμός 2 Για κάθε άπειρη σv-άλγεβρα 𝒜 στο σύνολο 𝑋 υπάρχει
𝐴 ∈ 𝒜 μη κενό, ώστε το 𝑋 ∖ 𝐴 να περιέχει άπειρο πλήθος στοιχείων
της 𝒜.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 2: Αν όχι, τότε αν 𝐴 ≠ ∅ στοιχείο της 𝒜 τα
σύνολα 𝑋 ∖ 𝐴 και 𝑋 ∖ 𝐴𝑐 = 𝐴 περιέχουν ως υποσύνολα πεπερασμένο
πλήθος στοιχείων της 𝒜. Όμως κάθε 𝐹 ∈ 𝒜 γράφεται ως εξής:

𝐹 = (𝐴 ∩ 𝐹)⋃((𝑋 ∖ 𝐴) ∩ 𝐹),

όπου βεβαίως τα 𝐴 ∩ 𝐹 και (𝑋 ∖ 𝐴) ∩ 𝐹 είναι στοιχεία της 𝒜. Αλλά
είπαμε παραπάνω ότι μέσα στο 𝐴 και στο 𝑋 ∖𝐴 η 𝒜 έχει πεπερασμένο
πλήθος στοιχείων. Συνεπώς το τυχαίο 𝐹 ∈ 𝒜 φτιάχνεται από ενώσεις
δύο συνόλων που επιλέγονται από δύο πεπερασμένες οικογένειες (τα
στοιχεία της 𝒜 που είναι υποσύνολα του 𝐴 και τα στοιχεία της 𝒜 που
είναι υποσύνολα του 𝑋∖𝐴. Άρα η 𝒜 είναι πεπερασμένη, το οποίο είναι
άτοπο.

Απόδειξη του (iiαʹ) : Από τον ισχυρισμό 2, υπάρχει ένα μη κενό σύνολο
𝐴1 ∈ 𝒜 ώστε τα 𝐴1, 𝐵1 ∶= 𝑋 ∖ 𝐴1 είναι ξένα και το 𝐵1 περιέχει
ένα άπειρο πλήθος στοιχείων της 𝒜; δηλαδή (δες ισχυρισμό 1), η 𝒜𝐵1
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είναι μια άπειρη σv-άλγεβρα στο σύνολο 𝐵1. Στον μετρήσιμο χώρο
(𝐵1,𝒜𝐵1

) εφαρμόζουμε ξανά τον ισχυρισμό 2, και συνεπώς υπάρχει
ένα μη κενό 𝐴2 ∈ 𝒜𝐵1

⊆ 𝒜 ώστε το 𝐵2 ∶= 𝐵1 ∖ 𝐴2 να περιέχει
ως υποσύνολα, ένα άπειρο πλήθος στοιχείων της 𝒜𝐵1

και άρα της 𝒜.
Έτσι, τα 𝐴1, 𝐴2, 𝐵2 είναι ξένα σύνολα μη κενά και το 𝐵2 περιέχει
ως υποσύνολα, ένα άπειρο πλήθος στοιχείων της 𝒜. Συνεχίζοντας με
επαγωγή, αν έχουν οριστεί τα 𝐴1, 𝐴2,… ,𝐴𝑛−1, 𝐵𝑛−1 και είναι ξένα
και μη κενά, με το 𝐵𝑛−1 να περιέχει ως υποσύνολα, ένα άπειρο πλήθος
στοιχείων της 𝒜, εφαρμόζοντας τον ισχυρισμό 2 στον μετρήσιμο χώρο
(𝐵𝑛−1,𝒜𝐵𝑛−1

) βρίσκουμε ένα μη κενό 𝐴𝑛 ⊆ 𝐵𝑛−1 ώστε το 𝐵𝑛 ∶=
𝐵𝑛−1 ∖𝐴𝑛 να περιέχει ως υποσύνολα ένα άπειρο πλήθος στοιχείων της
𝒜, και προφανώς τα 𝐴1, 𝐴2,… ,𝐴𝑛, 𝐵𝑛 είναι ξένα.
Η ακολουθία 𝐴𝑛 που προκύπτει από την επαγωγική διαδικασία μας δίνει
τη λύση.

Απόδειξη του (iiβʹ) : Έστω Α𝑛 η ακολουθία που βρήκαμε προηγουμέ-
νως. Γράφουμε το διάστημα (0, 1) στο δυαδικό σύστημα και συμφωνού-
με ότι στις δυαδικές αναπαραστάσεις δεν χρησιμοποιούμε τη γραφή που
τελειώνει σε διαδοχικά άπειρα 1.
Το (0, 1) είναι υπεραριθμήσιμο και η συνάρτηση 𝐹 ∶ (0, 1) → 𝒜 με

𝐹((𝑠𝑛)∞𝑛=1) = ⋃
𝑠𝑛=1

𝐴𝑛

είναι 1-1.

Αʹ.2 Ασκήσεις της ενότητας 2.1

(i) Στοιχειώδες.

(ii)

𝜇(lim inf
𝑗→∞

𝐸𝑗) = 𝜇(⋃
𝑛=1

⋂
𝑗≥𝑛

𝐸𝑗)

= lim
𝑛→∞

𝜇(⋂
𝑗≥𝑛

𝐸𝑗).

Αλλά για κάθε 𝑗 ≥ 𝑛 ισχύει 𝜇(∩𝑗≥𝑛𝐸𝑗) ≤ 𝜇(𝐸𝑗) οπότε 𝜇(∩𝑗≥𝑛𝐸𝑗) ≤
inf𝑗≥𝑛 𝜇(𝐸𝑗). Συνεπώς,

𝜇(lim inf
𝑗→∞

𝐸𝑗) ≤ lim
𝑛→∞

( inf
𝑗≥𝑛

𝜇(𝐸𝑗)) = lim inf
𝑗→∞

𝜇(𝐸𝑗).

(iii) Τα σύνολα 𝐸 ∩ 𝐹 , 𝐸 ∖ (𝐸 ∩ 𝐹) και 𝐹 ∖ (𝐸 ∩ 𝐹) είναι ξένα με ένωση το
𝐸 ∪ 𝐹 .

(iv) Στοιχειώδες.
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(v) Φανερά,

𝜇∗(𝐸) = inf{
∞
∑
𝑛=1

𝜇(𝐵𝑛) ∶ 𝐵𝑛 ∈ ℳ,𝐸 ⊆
∞
⋃
𝑛=1

𝐵𝑛}

≤ inf{𝜇(𝐵) ∶ 𝐵 ∈ ℳ,𝐸 ⊆ 𝐵},

αφού στο δεύτερο infimum χρησιμοποιούμε συγκεκριμμένου τύπου κάλυμ-
ματα (καλύμματα ενός συνόλου) αντί για οποιαδήποτε. Για το αντίστρο-
φο, αν 𝜖 > 0, αρκεί να βρούμε ένα 𝐵 ∈ ℳ ώστε 𝐸 ⊆ 𝐵 και 𝜇(𝐵) ≤
𝜇∗(𝐸) + 𝜖. Βρίσκουμε μια ακολουθία συνόλων 𝐵𝑛 ∈ ℳ ώστε 𝐸 ⊆ ∪∞

𝑛=1𝐵𝑛
και ∑∞

𝑛=1 𝜇(𝐵𝑛) ≤ 𝜇∗(𝐸) + 𝜖 Αλλά τότε, λόγω υποπροσθετικότητας του
εξωτερικού μέτρου το σύνολο 𝐵 = ∪∞

𝑛=1𝐵𝑛 ικανοποιεί το ζητούμενο.
(vi) Αν το 𝐸 είναι μετρήσιμο τότε ισχύει 𝜇∗(𝑋) = 𝜇∗(𝐸)+𝜇∗(𝐸𝑐) οπότε 𝜇∗(𝐸) =

𝜇∗(𝑋) − 𝜇∗(𝐸𝑐) = 𝜇∗(Ε). Αντιστρόφως, λόγω της προηγούμενης άσκησης
και του ότι 𝜇∗(Ε) = 𝜇∗(𝑋) − 𝜇∗(𝐸𝑐) συμπεραίνουμε ότι

𝜇∗(Ε) = sup{𝜇(Β) ∶ Β ∈ Μ(Α), Β ⊆ Ε}.

Άρα αν 𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴) τότε υπάρχουν ακολουθίες 𝐸𝑛 και 𝐹𝑛 ∈ ℳ(𝒜)
ώστε 𝐸𝑛 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐹𝑛 με 𝜇(𝐹𝑛) − 𝜇(𝐸𝑛) < 1/𝑛. Θέτουμε 𝐸 = sup∞𝑛=1 𝐸𝑛 και
𝐹𝑛 = ∩∞

𝑛=1𝐹𝑛. Φανερά, 𝐸, 𝐹 ∈ ℳ(𝒜) και 𝐸 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐹 . Επίσης 𝜇(𝐹 ∖𝐸) ≤
𝜇(𝐹𝑛 ∖𝐸𝑛) < 1/𝑛, οπότε 𝜇(𝐹 ∖𝐸) = 0. Παρατηρούμε ότι 𝐴 = 𝐸∪(𝐴∖𝐸).
Άρα, αφού 𝐸 ∈ ℳ(𝒜) αρκεί να αποδείξουμε ότι το 𝐴∖𝐸 είναι στην ℳ(𝒜).
Αλλά 𝐴 ∖ 𝐸 ⊆ 𝐹 ∖ 𝐸 το οποίο είναι μηδενικό σύνολο και το 𝜇∗ ∣ℳ(𝒜) είναι
πλήρες μέτρο, οπότε το 𝐴 ∖ 𝐸 είναι μετρήσιμο.

(vii) Το (α) είναι στοιχειώδες. Για το (β) παρατηρούμε ότι τα μονοσύνολα ανή-
κουν στην Μ(Α) διότι {𝑟} = ∩∞

𝑛=1(𝑟 − 1/𝑛, 𝑟] ∈ ℳ(𝒜). Και οποιοδήποτε
υποσύνολο του ℚ είναι αριθμίσημο, οπότε είναι αριθμίσημη ένωση μονοσυ-
νόλων.
(γ) Αν ∅ ≠ 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 και ∪∞

𝑛=1 ∈ 𝒜 τότε

𝜇(
∞
⋃
𝑛=1

𝐴𝑛) = ∞ =
∞
∑
𝑛=1

𝜇(𝐴𝑛).

Αν 𝜇1 το μέτρο που προκύπτει από το 𝜇 και 𝜇2 το αριθμητικό μέτρο, τό-
τε αυτά είναι διαφορετικά μέτρα αφού διαφέρουν στα πεπερασμένα μη κενά
σύνολα και οι περιορισμοί τους στην 𝒜 ταυτίζονται.

Αʹ.3 Ασκήσεις της ενότητας 2.3
(i) Αν 𝜇(Ε) < ∞ τότε για κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει σύνολο 𝐴 που είναι πεπερασμένη

ένωση ανοιχτών διαστημάτων ώστε 𝜇(𝐸 ▵ 𝐴) < 𝜖.
(ii) Έστω ότι η συνάρτηση 𝐹 ∶ ℝ → ℝ είναι αύξουσα και δεξιά συνεχής, και

έστω 𝜇𝐸 το επαγόμενο μέτρο. Τότε
(αʹ) 𝜇𝐹 ({𝑎}) = 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑎−)
(βʹ) 𝜇𝐹 ([𝑎, 𝑏)) = 𝐹(𝑏−) − 𝐹(𝑎−)
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(γʹ) 𝜇𝐹 ([𝑎, 𝑏]) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎−)
(δʹ) 𝜇𝐹 ((𝑎, 𝑏)) = 𝐹(𝑏−) − 𝐹(𝑎).

(iii) Αν 𝐸 ∈ ℒ και 𝑚(𝐸) > 0, τότε για κάθε 0 < 𝑎 < 1 υπάρχει ανοιχτό διάστημα
𝐼 ώστε 𝑚(𝐸 ∩ 𝐼) > 𝑎𝑚(𝐼).

Λύση:
Με απαγωγή στο άτοπο: αν υπάρχει 𝑎 ∈ (0, 1) ώστε για κάθε ανοιχτό διά-
στημα 𝐼 να ισχύει 𝑚(𝐸 ∩ 𝐼) < 𝑎𝑚(𝐼) τότε για κάθε κάλυψη του 𝐸 από
ανοιχτά διαστήματα 𝐼1, 𝐼2,… , 𝐼𝑁 , λόγω του ότι 𝐸 ⊆ ∪𝑁

𝑘=1(𝐼𝑘 ∩ 𝐸), ισχύει

𝑚(𝐸) ≤
𝑁
∑
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘 ∩ 𝐸) <
𝑁
∑
𝑘=1

𝑎𝑚(𝐼𝑘) = 𝑎
𝑁
∑
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘).

Παίρνοντας infimum ως προς όλες τις καλύψεις του 𝐸 οδηγούμαστε σε
άτοπο.

(iv) Αν 𝐸 ∈ ℒ και 𝑚(𝐸) > 0, τότε το σύνολο 𝐸 − 𝐸 = {𝑥 − 𝑦 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸}
περιέχει ένα διάστημα της μορφής (−𝛿, 𝛿) για κατάλληλο 𝛿 > 0.

Λύση:
Πρώτα αναγόμαστε σε συμπαγές 𝐸: αφού 𝑚(𝐸) > 0 υπάρχει συμπαγές
𝐾 ⊆ 𝐸 ώστε 𝑚(𝐾) > 0. Φανερά 𝐾 −𝐾 ⊆ 𝐸 − 𝐸 οπότε αρκεί να βρούμε
𝛿 > 0 ώστε (−𝛿, 𝛿) ⊆ 𝐾 −𝐾.
Από την εξωτερική κανονικότητα του 𝑚 υπάρχει ανοιχτό σύνολο 𝑈 ⊇ 𝐾
ώστε 𝑚(𝑈) < 2𝑚(𝐾). Τα ℝ ∖ 𝑈 και 𝐾 είναι κλειστά και ξένα με το 𝐾
συμπαγές, οπότε η απόστασή τους 𝛿 = 𝑑(ℝ ∖ 𝑈,𝐾) είναι θετικός αριθμός.
Θα δείξουμε ότι (−𝛿, 𝛿) ⊆ 𝐾−𝐾. Αυτό είναι ισοδύναμο με το να δείξουμε ότι
για κάθε |𝑥| < 𝛿 ισχύει 𝑥 ∈ 𝐾−𝐾 που είναι ισοδύναμο με το 𝐾∩(𝑥𝐾) ≠ ∅.
Έστω λοιπόν ότι |𝑥| < 𝛿.

Ισχυρισμός 1 𝑥 +𝐾 ⊆ 𝑈 .
Αν όχι, τότε υπάρχει 𝑦 ∈ 𝐾 ώστε 𝑥+𝑦 ∉ 𝑈 , οπότε 𝑥+𝑦 ∈ ℝ∖𝑈 , άρα

𝛿 ≤ |𝑦 − (𝑥 + 𝑦)| = |𝑥| < 𝛿,

το οποίο είναι άτοπο.
Ισχυρισμός 2 (𝑥 + 𝐾) ∩ 𝐾 ≠ ∅.

Αν όχι, τότε λόγω του Ισχυρισμού 1, τα σύνολα 𝐾 και 𝑥 + 𝐾 είναι
ξένα υποσύνολα του 𝑈 . Όμως τότε

2𝑚(𝐾) > 𝑚(𝑈) ≥ 𝑚(𝐾) +𝑚(𝑥 +𝐾) = 2𝑚(𝐾),

το οποίο είναι άτοπο.
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Ασκήσεις της ενότητας 3.1
(i) Αν 𝑓𝑛 ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων στον (𝑋,ℳ), τότε το σύνολο

{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ το lim 𝑓𝑛(𝑥) υπάρχει}, ανήκει στην ℳ.

Λύση:
Αν θέσουμε 𝑔1(𝑥) = lim sup 𝑓𝑛(𝑥) και 𝑔2(𝑥) = lim inf 𝑓𝑛(𝑥), τότε

{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ το lim 𝑓𝑛(𝑥) υπάρχει} = (𝑔1 − 𝑔2)−1{0}

και το ζητούμενο έπεται.

(ii) Αν 𝑓 ∶ 𝑋 ↦ ℝ sup{±∞} =∶ ℝ και 𝑓−1((𝑟,∞]) ∈ ℳ για κάθε 𝑟 ∈ ℚ τότε η
𝑓 είναι μετρήσιμη.

Λύση:
Για κάθε 𝑎 ∈ ℝ για την ακολουθία ρητών 𝑟𝑛 = ([𝑛𝑎]+1)/𝑛 ισχύει 𝑟𝑛 → 𝑎+,
και

𝑓−1((𝑎,∞]) = 𝑓−1 (
∞
⋃
𝑛=1

(𝑟𝑛,∞]) =
∞
⋃
𝑛=1

𝑓−1((𝑟𝑛,∞]) ∈ ℳ.

(iii) Το supremum μιας υπεραριθμήσιμης οικογένειας μετρήσιμων συναρτήσεων
με τιμές στο ℝ και πεδίο ορισμού τον (𝑋,ℳ) δεν είναι απαραίτητα μετρήσιμη
συνάρτηση.

Λύση:
Αν 𝐸 ένα μη μετρήσιμο σύνολο, τότε επειδή 𝐸 = 𝜒−1

𝐸 {1} η συνάρτηση 𝜒𝐸
δεν είναι μετρήσιμη. Όμως 𝜒𝐸 = sup{𝜒{𝑎} ∶ 𝑎 ∈ 𝐸}, και το ζητούμενο
έπεται.

(iv) Αν η συνάρτηση 𝑓 ∶ ℝ ↦ ℝ είναι μονότονη συνάρτηση τότε είναι Borel
μετρήσιμη.

Λύση:
Μια μονότονη συνάρτηση έχει αριθμίσιμο πλήθος ασυνεχειών πρώτου βαθ-
μού. Άρα αν 𝐴 το σύνολο των σημείων ασυνέχειας, τα ℝ ∖ 𝐴 και 𝐴 είναι
μετρήσιμα και οι 𝑓|ℝ∖𝐴 και 𝑓|𝐴 είναι μετρήσιμες (η πρώτη είναι συνεχής),
οπότε εύκολα είναι μετρήσιμη και η 𝑓 .

Ασκήσεις της ενότητας 3.2
(i) Έστω ότι 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+ και 𝑓𝑛 → 𝑓 κατά σημείο και ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 < ∞. Τότε

για κάθε 𝐸 ∈ ℳ ισχύει ∫𝐸 𝑓 = lim∫𝐸 𝑓𝑛. Αυτό δεν είναι απαραίτητα σωστό
αν ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 = ∞.

Λύση:
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Εφαρμόζουμε το λήμμα Fatou στην ακολουθία 𝑓𝑛𝜒𝐸 και παίρνουμε ∫𝐸 𝑓 ≤
lim inf∫𝐸 𝑓𝑛. Για την αντίστροφη ανισότητα, θέτουμε 𝑔𝑛 = (𝑓−𝑔𝑛)𝜒𝐸 → 0,
οπότε πάλι από το λήμμα Fatou

0 = ∫ lim inf 𝑔𝑛 ≤ lim inf∫𝑔𝑛 = lim inf(∫
𝐸
𝑓 −∫

𝐸
𝑓𝑛)

συνεπώς
0 ≤ ∫

𝐸
𝑓 − lim sup∫

𝐸
𝑓𝑛.

Επειδή τώρα

lim sup∫
𝐸
𝑓𝑛 ≤ lim sup∫𝑓𝑛 = lim∫𝑓𝑛 < ∞,

καταλήγουμε στην

lim sup∫
𝐸
𝑓𝑛 ≤ ∫

𝐸
𝑓 ≤ lim inf∫

𝐸
𝑓𝑛,

ολοκληρώνοντας την απόδειξη.
Η συνθήκη ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 < ∞ είναι απαραίτητη. Για παράδειγμα, θεωρήστε
την ακολουθία

𝑓𝑛(𝑥) = {
1, 𝑥 > 1/𝑛

𝑛2, 0 < 𝑥 ≤ 1/𝑛,

η οποία συγκλίνει κατά σημείο στην 𝜒(0,+∞). Εύκολα ελέγχουμε ότι ∫(0,1) 𝑓𝑛 ≥
𝑛 → ∞ και ∫(0,1) 𝜒(0,+∞) = 1; αλλά βέβαια ∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛 = ∞.

(ii) Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ ορίζουμε το μέτρο 𝜆(𝐸) = ∫𝐸 𝑓 𝑑𝜇 για κάθε 𝐸 ∈ ℳ. Τότε για
κάθε 𝑔 ∈ 𝐿+ ισχύει ∫𝑔 𝑑𝜆 = ∫𝑔𝑓 𝑑𝜇.

Λύση:
Αν 𝑔 απλή, έστω ότι είναι η ∑𝑛

𝑗=1 𝑎𝑗𝜒𝐸𝑗
είναι η κανονική της αναπαράσταση.

Τότε ισχύει,

∫𝑔 𝑑𝜆 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝜆(𝐸𝑗) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗 ∫
𝐸𝑗

𝑓 𝑑𝜇 = ∫(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝜒𝐸𝑗
𝑓)𝑑𝜇 = ∫𝑔𝑓 𝑑𝜇.

Για τη γενική περίπτωση, χρησιμοποιούμε μια μη αρνητική, αύξουσα ακο-
λουθία απλών συναρτήσεων 𝜙𝑛 που συγκλίνουν κατά σημείο στην 𝑔, οπότε
η 𝜙𝑛𝑓 ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος μονότονης σύγκλισης και
συγκλίνει στην 𝑔𝑓 . Οπότε

∫𝑔 𝑑𝜆 = lim∫𝜙𝑛 𝑑𝜆 = lim∫𝜙𝑛𝑓 𝑑𝜇 = lim∫𝑔𝑓 𝑑𝜇.
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(iii) Αν 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+ και η 𝑓𝑛 είναι φθίνουσα ακολουθία και συγκλίνει στην 𝑓 κατά
σημείο, και αν υπάρχει 𝑘 ∈ ℕ ώστε το ∫𝑓𝑘 να είναι πεπερασμένο, τότε
∫𝑓 = lim∫𝑓𝑛.

Λύση:
Θέτουμε 𝑔𝑛 = 𝑓𝑘 − 𝑓𝑛 για κάθε 𝑛 ≥ 𝑘. Φανερά, η 𝑔𝑛 είναι αύξουσα, μη
αρνητική ακολουθία με κατά σημείο όριο την 𝑓𝑘−𝑓𝑛. Οπότε από το θεώρημα
μονότονης σύγκλισης

lim∫𝑔𝑛 = ∫𝑓𝑘 −∫𝑓 ⇒ lim∫𝑔𝑛 −∫𝑓𝑘 = −∫𝑓

⇒ lim∫(−𝑓𝑛) = −∫𝑓

⇒ lim∫𝑓𝑛 = ∫𝑓.

Παρατήρηση: Ο περιορισμός για την 𝑓𝑘 είναι απαραίτητος. Για παράδειγμα, η
𝑓𝑛(𝑥) = 1/𝑛 φθίνει κατά σημείο στο 0 αλλά το ολοκλήρωμά της είναι πάντα
άπειρο. Και βεβαίως δεν ισχύει lim∫𝑓𝑛 = ∫ lim 𝑓𝑛.

(iv) Αν 𝑓 ∈ 𝐿+ και ∫𝑓 πεπερασμένο, τότε για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐸 ∈ ℳ με
𝜇(𝐸) < ∞ και ∫𝐸 𝑓 > ∫𝑓 − 𝜀.

Λύση:
Αφού ∫𝑓 < ∞, η ποσότητα 𝜈(𝐸) = ∫𝐸 𝑓 ορίζει ένα πεπερασμένο μέτρο.
Θέτουμε 𝐸𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 1/𝑛}. Αν 𝜇(𝐸𝑛) = ∞ για κάποιο 𝑛, τότε

∫𝑓 ≥ ∫
𝐸𝑛

𝑓 ≥ 1
𝑛𝜇(𝐸𝑛) = ∞,

το οποίο είναι άτοπο. Άρα 𝜇(𝐸𝑛) < ∞ για κάθε 𝑛. Παρατηρούμε όμως ότι
𝐸𝑛 ⊆ 𝐸𝑛+1 για κάθε 𝑛, και αφού το 𝜈 είναι μέτρο θα ισχύει 𝜈(∪𝐸𝑛) =
lim 𝜈(𝐸𝑛). Έχουμε όμως,

𝜈(∪𝐸𝑛) = ∫
∪𝐸𝑛

𝑓 = ∫
{𝑥 ∶ 𝑓(𝑥)>0}

𝑓 = ∫𝑓,

αφού προφανώς ∫{𝑥 ∶ 𝑓(𝑥)−0} 𝑓 = 0. Άρα

∫𝑓 = lim 𝜈(𝐸𝑛) = lim∫
𝐸𝑛

𝑓.

Οπότε υπάρχει 𝑛0 ώστε

∣∫𝑓 −∫
𝐸𝑛0

𝑓∣ < 𝜀,

από όπου συμπεραίνουμε ότι ∫Ε𝑛0
𝑓 ≥ ∫𝑓 − 𝜀, και βέβαια 𝜇(𝐸𝑛0

) < ∞.
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(v) Βρείτε ακολουθία Borel μετρησίμων συναρτήσεων 𝑓𝑛 στο ℝ που να φθίνει
ομοιόμορφα στο 0 αλλά να ισχύει ∫𝑓𝑛 𝑑𝑚 = ∞ για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
Βρείτε ακολουθία Borel μετρησίμων συναρτήσεων 𝑔𝑛 στο [0, 1] που να συ-
γκλίνει στο 0 κατά σημείο αλλά να ισχύει ∫𝑔𝑛 𝑑𝑚 = 1 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

Λύση:
Για το πρώτο θεωρήστε την ακολουθία των σταθερών συναρτήσεων 𝑓𝑛 =
1/𝑛 και για το δεύτερο την

���

�

��

𝑔𝑛(𝑥) = {
0, 𝑥 = 0 ή 𝑥 ≥ 2/𝑛
− 1

2𝑛2𝑥 + 𝑛, 0 < 𝑥 < 2
𝑛 ,

ή την απλή

𝜂𝑛 = {
0, 𝑥 = 0 ή 𝑥 ≥ 1/𝑛
𝑛, 0 < 𝑥 < 1

𝑛 .

Αʹ.4 Ασκήσεις της ενότητας 3.3

(i) Έστω ότι ο (𝑋,ℳ,𝜇) είναι χώρος πεπερασμένου μέτρου. Έστω ότι 𝑓𝑛 ∈
𝐿1(𝜇) και 𝑓𝑛

om.⟶ 𝑓 . Δείξτε ότι αναγκαστικά θα ισχύει 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) kai
lim∫𝑓𝑛 = ∫𝑓 .

Λύση: Η 𝑓 είναι φανερά μετρήσιμη ως όριο μετρησίμων. Αφού 𝑓𝑛
om.⟶ 𝑓

συνεπάγεται ότι υπάρχει 𝑛0 ώστε για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛0 να ισχύει sup𝑥∈𝑋 |𝑓𝑛(𝑥)−
𝑓(𝑥)| ≤ 1. Οπότε 𝑓 − 𝑓𝑛0

∈ 𝐿1(𝜇), αφού ∫ |𝑓 − 𝑓𝑛0
| ≤ sup |𝑓 − 𝑓𝑛0

|𝜇(𝑋) <
∞. Έτσι η 𝑓 είναι στοιχείο του 𝐿1(𝜇) ως άθροισμα δυο στοιχείων του (της
𝑓𝑛0

και της 𝑓 − 𝑓𝑛0
).

Τώρα για να δείξουμε ότι τα ολοκληρώματα των 𝑓𝑛 συγκλίνουν στο ο-
λοκλήρωμα της 𝑓 αρκεί να επιβεβαιώσουμε ότι ισχύουν οι προϋποθεσεις
του θερωήματος κυριαρχημένης σύγκλισης. Για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛0 ισχύει |𝑓𝑛| ≤
|𝑓𝑛 − 𝑓| + |𝑓| ≤ 1 + |𝑓| που ανήκει στον 𝐿1(𝜇) διότι το μέτρο είναι πεπερα-
σμένο: ∫(1+|𝑓|) = 𝜇(𝑋)+∫ |𝑓|. Δηλαδή πράγματι εφαρμόζεται το θεώρημα
κυριαρχημένης σύγκλισης.
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(ii) Για τον χώρο μέτρου (𝑋,ℳ,𝜇) δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑛, 𝑓 , 𝑔𝑛, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇)
ώστε 𝑓𝑛 ⟶ 𝑓 σv.π., 𝑔𝑛 ⟶ 𝑔 σv.π., |𝑓𝑛| ≤ 𝑔𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και
lim∫𝑔𝑛 = ∫𝑔. Δείξτε ότι lim∫𝑓𝑛 = ∫𝑓 .

Λύση: Αφού |𝑓𝑛| ≤ 𝑔𝑛 οι συναρτήσεις 𝑔𝑛−𝑓𝑛 και 𝑔𝑛+𝑓𝑛 είναι μη αρνητικές,
έχουν όρια τις 𝑔−𝑓 και 𝑔+𝑓 αντίστοιχα, και εφαρμόζουμε σε αυτές το λήμμα
Fatou:

∫ lim inf(𝑔𝑛 − 𝑓𝑛) ≤ lim inf∫(𝑔𝑛 − 𝑓𝑛)

οπότε
∫(𝑔 − 𝑓) ≤ ∫𝑔 − lim sup∫𝑓𝑛.

Τώρα 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇) οπότε μπορούμε να προσθέσουμε και στα δύο μέρη το
∫(−𝑔) και να χρησιμοποιήσουμε τη γραμμικότητα του ολοκληρώματος για
να καταλήξουμε στην

(Αʹ.1) ∫𝑓 ≥ lim sup∫𝑓𝑛.

Εργαζόμενοι ομοίως με την 𝑔𝑛 + 𝑓𝑛 οδηγούμαστε στην

(Αʹ.2) ∫𝑓 ≤ lim inf∫𝑓𝑛.

Οι (Αʹ.1) και (Αʹ.2) δίνουν το αποτέλεσμα.

(iii) Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑚) και 𝐹(𝑥) = ∫𝑥
−∞ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 τότε η 𝐹 είναι συνεχής συνάρτηση

στο ℝ.

Λύση: Από την αρχή της μεταφοράς, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ακο-
λουθία 𝑥𝑛 που συγκλίνει στο 𝑥 ισχύει lim𝐹(𝑥𝑛) = 𝐹(𝑥). Όμως

𝐹(𝑥𝑛) = ∫
𝑥𝑛

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫𝑓(𝑡)𝜒(−∞,𝑥𝑛)(𝑡) 𝑑𝑡

και
𝐹(𝑥) = ∫

𝑥

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫𝑓(𝑡)𝜒(−∞,𝑥)(𝑡) 𝑑𝑡.

Συνεπώς αρκεί να επιβεβαιώσουμε ότι εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημέ-
νης σύγκλισης. Παρατηρούμε ότι

𝑓(𝑡)𝜒(−∞,𝑥𝑛)(𝑡) → 𝑓(𝑡)𝜒(−∞,𝑥)(𝑡)

σχεδόν για κάθε 𝑡 (εκτός ίσως από το ίδιο το 𝑥), και ότι

|𝑓(𝑡)𝜒(−∞,𝑥𝑛)(𝑡)| ≤ |𝑓(𝑡)| ∈ 𝐿1(𝜇).

Το συμπέρασμα έπεται από το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης.
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(iv) Αν 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑎𝑒−𝑛𝑎𝑥 − 𝑏𝑒−𝑛𝑏𝑥 όπου 0 < 𝑎 < 𝑏, τότε

∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 ≠ ∫

∞

0
(

∞
∑
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥)) 𝑑𝑥,

και άρα
∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
|𝑓𝑛(𝑥)| 𝑑𝑥 = ∞.

Λύση: Προφανώς από το θεώρημα 3.3.5 δεν θα ισχύει
∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
|𝑓𝑛(𝑥)| 𝑑𝑥 < ∞

αν
∞
∑
𝑛=1

∫
∞

0
𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 ≠ ∫

∞

0
(

∞
∑
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥)) 𝑑𝑥.

Συνεπώς αρκεί να αποδείξουμε το τελευταίο.
Με απλή ολοκλήρωση βλέπουμε ότι ∑∞

𝑛=1 ∫
∞
0 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Τώρα υπολογίζουμε το ∫∞
0 ∑∞

𝑛=1 𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥:

∫
∞

0

∞
∑
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫
∞

0
(

∞
∑
𝑛=1

(𝑎𝑒−𝑛𝑎𝑥 − 𝑏𝑒−𝑛𝑏𝑥)) 𝑑𝑥

= ∫
∞

0
(𝑎

∞
∑
𝑛=1

(𝑒−𝑎𝑥)𝑛 − 𝑏
∞
∑
𝑛=1

(𝑒−𝑏𝑥)𝑛) 𝑑𝑥

= ∫
∞

0
( 𝑎𝑒−𝑎𝑥

1 − 𝑒−𝑎𝑥 − 𝑏𝑒−𝑏𝑥

1 − 𝑒−𝑏𝑥) 𝑑𝑥

Επειδή για οποιαδήποτε συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐿1(0,∞) λόγω του ότι |𝑓𝜒(1/𝑛,∞)| ≤
|𝑓| και του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης ισχύει ∫∞

1/𝑛 𝑓 → ∫𝑓 το
τελευταίο ολοκλήρωμα θα υπολογιστεί ως όριο του ολοκληρώματος στο
(1/𝑛,∞) καθώς το 𝑛 τείνει στο άπειρο. Έτσι το ολοκλήρωμά μας είναι ίσο
με

lim
𝑛→∞

∫
∞

1/𝑛
( 𝑎𝑒−𝑎𝑥

1 − 𝑒−𝑎𝑥 − 𝑏𝑒−𝑏𝑥

1 − 𝑒−𝑏𝑥) 𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

(ln(1 − 𝑒−𝑎𝑥) − ln(1 − 𝑒−𝑏𝑥)) ∣
∞

1/𝑛

= lim
𝑥→0+

ln 1 − 𝑒−𝑎𝑥

1 − 𝑒−𝑏𝑥

= ln(𝑎𝑏 ) ≠ 0.

(v) Υπολογίστε τα όρια αιτιολογώντας τις πράξεις σας:
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(αʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

0
(1 + 𝑥

𝑛)
−𝑛

sin 𝑥
𝑛 𝑑𝑥.

Λύση: Η ακολουθία συναρτήσεων 𝑓𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥
𝑛)

−𝑛 sin 𝑥
𝑛 συγκλίνει

στο 0 για κάθε 𝑥 καθώς το 𝑛 τείνει στο άπειρο. Άρα το όριο του
ολοκληρώματος θα είναι μηδέν αν δείξουμε ότι μπορεί να εφαρμοστεί
το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης.
Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Bernoulli βλέπουμε ότι

∣(1 + 𝑥
𝑛)

−𝑛
sin 𝑥

𝑛∣ ≤ ∣(1 + 𝑥
𝑛)

−𝑛
∣ ≤ 1

1 + 𝑥,

αλλά φανερά ∫∞
0 1/(1+ 𝑥) = ∞. Συνεπώς θα πρέπει να αναζητήσουμε

καλύτερο φράγμα. Για παράδειγμα, ∫∞
0 1/(1 + 𝑥2) = arctan(𝑥)|∞0 =

𝜋/2 αλλά δεν είναι σωστό ότι για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και για κάθε 𝑥 ∈ (0,∞)
ισχύει 1 + 𝑥2 ≤ (1 + 𝑥/𝑛)𝑛.
Βρίσκουμε 𝑥0 ∈ (0,∞) ώστε για κάθε 𝑥 ≥ 𝑥0 να ισχύει

(1 + 𝑥
3)

3
≥ 1 + 𝑥2.

Αυτό είναι εφικτό αφού το ένα είναι πολυώνυμο τρίτου βαθμού και το
άλλο δευτέρου. Οπότε, επειδή η ακολουθία (1 + 𝑥/𝑛)𝑛 είναι αύξουσα
για κάθε 𝑥 ∈ (0,∞), για κάθε 𝑥 ≥ 𝑥0 θα ισχύει

(1 + 𝑥
𝑛)

𝑛
≥ (1 + 𝑥

3)
3
≥ 1 + 𝑥2.

Αν τώρα θέσουμε

𝑔(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
1+𝑥2 αν 𝑥 ≥ 𝑥0

1
1+𝑥 αν 0 < 𝑥 ≤ 𝑥0

ισχύει |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ (0,∞) και βεβαίως ∫(0,∞) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 <
∞. Οπότε εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης.

(βʹ) lim
𝑛→∞

∫
1

0
(1 + 𝑛𝑥2)(1 + 𝑥2)−𝑛 𝑑𝑥.

Λύση: Η ακολουθία συναρτήσεων (1+𝑛𝑥2)(1+𝑥2)−𝑛 συγκλίνει στο μη-
δέν σχεδόν παντού (εκτός από το 𝑥 = 0). Από την ανισότητα Bernoulli
ισχύει

∣ 1 + 𝑛𝑥2

(1 + 𝑥2)𝑛 ∣ ≤
1 + 𝑛𝑥2

1 + 𝑛𝑥2 = 1 ∈ 𝐿1[0, 1],

οπότε εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης και το ζη-
τούμενο όριο είναι μηδέν.

(γʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

0
𝑛 sin 𝑥

𝑛(𝑥(1 + 𝑥2))−1 𝑑𝑥.
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Λύση: Ισχύει

∣𝑛 sin(𝑥/𝑛)
𝑥(1 + 𝑥2) ∣ ≤

𝑛(|𝑥|/𝑛)
𝑥(1 + 𝑥2) = 1

1 + 𝑥2 ∈ 𝐿1(0,∞).

Άρα εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης και το ζητού-
μενο όριο είναι 𝜋/2.

(δʹ) lim
𝑛→∞

∫
∞

𝑎
𝑛(1 + 𝑛2𝑥2)−1 𝑑𝑥.

(Η απάντηση εξαρτάται από το αν 𝑎 < 0 ή 𝑎 = 0 ή 𝑎 > 0.)

Λύση: Αν 𝑎 > 0 τότε 𝑥 > 0 και η ακολουθία συναρτήσεων συγκλίνει
στο μηδέν. Έτσι το ζητούμενο όριο θα είναι μηδέν αν εφαρμόζεται το
θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης. Παρατηρούμε ότι

∣ 𝑛
1 + 𝑛2𝑥2 ∣ =

𝑛
1 + 𝑛2𝑥2 ≤ 1

1 + 𝑥2

αν και μόνο αν (𝑛2 − 𝑛)𝑥2 − 𝑛 + 1 ≥ 0. Το τελευταίο θα ισχύει αν
(𝑛2 − 𝑛)𝑎2 − 𝑛 + 1 ≥ 0, αφού 𝑥 ≥ 𝑎, και αυτό με τη σειρά του ισχύει
αν 𝑛 ≥ 𝑛0 = 𝑛0(𝑎). Συνεπώς εφαρμόζεται το θεώρημα κυριαρχημένης
σύγκλισης για την δοθείσα ακολουθία συναρτήσεων, για 𝑛 ≥ 𝑛0, και
το ζητούμενο όριο είναι μηδέν.
Αν 𝑎 = 0, τότε γράφουμε ∫∞

0 ως άθροισμα δύο ολοκληρωμάτων από
το μηδέν μέχρι το ένα και από το ένα μέχρι το άπειρο. Το δεύτερο
ολοκλήρωμα συγκλίνει στο μηδέν λόγω της προηγούμενης περίπτωσης
(𝑎 = 1 > 0). Συνεπώς το όριο που ζητάμε ισούται με το

lim
𝑛→∞

∫
1

0

𝑛
1 + 𝑛2𝑥2 𝑑𝑥 = lim

𝑛→∞
arctan(𝑛𝑥) ∣

1

0
= 𝜋

2 .

Τέλος, αν 𝑎 < 0 τότε, λόγω του ότι οι συναρτήσεις είναι άρτιες, το
όριο είναι δύο φορές το όριο lim𝑛→∞ ∫−𝑎

0
𝑛

1+𝑛2𝑥2 𝑑𝑥, δηλαδή ίσο με 𝜋.


