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1. Υπολογίστε το ∫1
0 𝑥𝑛 log 𝑥 𝑑𝑥 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ και υπολογίστε το

∫
1

0
log 𝑥
1 − 𝑥 𝑑𝑥

χρησιμοποιώντας το θεώρημα Beppo-Levi. (Δίνεται ότι ∑∞
𝑛=1 1/𝑛2 = 𝜋2/6. Υπόδειξη: 1+

𝜆+ 𝜆2 +𝜆3 +⋯ =;)

2. Δίνεται η συνάρτηση Γ(𝑡) = ∫∞
0 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥 και 𝑎 > 0. Για ποιες τιμές του 𝑠 ∈ ℂ είναι η

συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠𝑒−𝑎𝑥 ολοκληρώσιμη στο [0,∞); Υπολογίστε το ολοκλήρωμά της σε
σχέση με τη συνάρτηση Γ. Δείξτε ότι

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠 = 1

Γ(𝑠) ∫
∞

0
𝑥𝑠−1

𝑒𝑥 − 1 𝑑𝑥.

(Υπόδειξη 1: είναι σωστό ότι 𝑓 ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν |𝑓| ολοκληρώσιμη; Υπόδειξη
2: 1+ 𝜆+ 𝜆2 +𝜆3 +⋯ =;)

3. Δείξτε ότι
∫

∞

0
sin(𝑎𝑥)
𝑒𝑥 − 1 =

∞
∑
𝑛=1

𝑎
𝑛2 + 𝑎2 .

4. Θεωρήστε τον ℝ𝑛 εφοδιασμένο με το μέτρο Lebesgue (= (ℝ, ℒ, 𝜇)𝑛). Έστω ότι 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ
ολοκληρώσιμη και 𝐾 ⊆ ℝ𝑛 συμπαγές.

(α) Αποδείξτε ότι
lim

‖𝑧‖2→∞
∫
𝐾+𝑧

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 = 0.

(Υπόδειξη: βρείτε πρώτα το lim𝑟→∞ 𝜒{𝑥 ∶ ‖𝑥‖2≥𝑟}(𝑦)𝑓(𝑦).)
(β) Αν η 𝑓 είναι ομοιόμορφα συνεχής στο ℝ𝑛 και η |𝑓|𝑝 είναι ολοκληρώσιμη για κάποιο

𝑝 > 0 αποδείξτε ότι
lim

‖𝑥‖2→∞
𝑓(𝑥) = 0.

(Αν όχι τότε υπάρχει ‖𝑥𝑛‖2 → ∞ και |𝑓(𝑥𝑛)| ≥ 𝜖 για κάθε 𝑛. Αυτό, η ομοιόμορφη
συνέχεια στα 𝑥𝑛 και το σκέλος (a) της άσκησης θα δώσουν αντίφαση).


